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Teil 1
Regelungssysteme 2

1 Systembeschreibung und
Ubertragungsverhalten

1.1 Darstellung und Verhalten im Zeitbereich

1.1.1 Zustandsraumdarstellung

1.1.2 Zustandstransformation

F(t) =T 'a(t)
=T AT+ T 'Bu
S—_—— S——
i B
y=CT T+ Du
é

1.1.3 Kanonische Jordanform

Angenommen A habe p reelle Eigenwerte A,k = 1,...,p
und “5* konjugiert komplexe Eigenwerte A\, = oy +
iBr (N = ap —iBe),k = p+1,...,m mit m = p+ =52,

dann existiert eine reguléire Zustandstransformation:
T = (vly -5 Up, Re(”p-&-l)a Im(vp+1)7 ceey RB(’Um), [m(vm))

Hierbei entsprechen vy den Haupteigenvektoren im Falle
einfacher Eigenwerte und den Nebeneigenvektoren fiir viel-
fache Eigenwerte.

J1 0
A=T'AT = | : :
0 Ji
A1 0
. 0 .
mit J; = fiir reelle EW
o
0 0 N
W I 0
bzw. J; = 0 fiir komplex konj. EW
. . . IQ
o .. 0 W

() a0

Nebeneigenvektoren erhilt man aus der Beziehung:

(A — )\iI)Ui+1 = V;

1.1.4 Loésung der Zustandsgleichung

z(t) = ®(t — to)xo +/<I>(t —7)Bu(r)dT; t >t
—_———

Eigenbewegung o

Erzwungene Bewegung
D(t)=eMt =) Ak
k!
k=0
t

y(t) = CO(t)zo + /C’CI)(t — 7)Bu(7)dT + Du(t)
0

Fiir u(t) = uett gilt:
y(t) = Cetag+ [C(uI — A)'B + D] uet

Ytrei Ys

— CeM(ul — A)~'Bu

Y

1.2 Darstellung im Laplace-Bildbereich

1.2.1 Ubertragungsfunktionsmatrizc
G(s)=C(sI — A)"'B+ D falls Xq =0
Y(s) = G(s)-Uls)

Definition:

Wenn D = 0 gilt, das System also nicht sprungfihig ist,
so haben alle Elemente G;;(s) einen kleineren Zéhlergrad
als Nennergrad. G(s) wird dann als streng proper
bezeichnet.

Ist D # 0, so hat mindestens ein Element G;;(s) denselben
Zghler- wie Nennergrad und das System ist sprungfihig
beziiglich der Wirkung des j-ten Eingangs auf den i-ten
Ausgang. G(s) ist dann nur proper.

1.2.2 Rosenbrock-Systemmatriz

Mit Hilfe der Rosenbrock-Matrix wird zuséatzlich ein belie-
biger Anfangswert zy beriicksichtigt:

Vot D)) - )
=R(s)

= X(s) = (s — A~ - [BU(s) + Xo]
=Y (s)=[C(s] —A)""B+ D] U(s)+ C(s] — A)~" X,
N————

G(s) Go(s)

1.3 Grundlegende Strukturen
1.3.1 Parallelschaltung

» G,

Y

G,

G(s) = G1(s) + Ga(s)
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1.3.2 Reihenschaltung

Yi=U G,

u—> G >

—> Yo

G(s) = Ga(s)Gi(s)

Hier muss die Reihenfolge beachtet werden!

1.3.3 Kreisstruktur

u G1 y:

+1

G,

A

G(s) = [I £ G1(5)Ga(s)] 7' G (s)
— G (s)[T % Ga(5)G1 (s)) "

1.4 Pole und Nullstellen
1.4.1 Pole

Ein p; € C ist ein Pol des Systems mit
Ubertragungsfunktionsmatrix G(s), wenn mindestens
ein Element G;;(s) einen Pol bei p; hat.

AuBlerdem gilt:

Pol < steuer- und beobachtbarer EW von A

Pole haben die folgende Bedeutung fiir ein LTI-System:

e Die Pole bestimmen wesentlich die asymptotische Sta-
bilitét
e Sie konnen durch Riickkopplung beeinflusst werden

e Sie bestimmen das modale Verhalten
e Sie beeinflussen das E/A-Verhalten

1.4.2  Ubertragungsnullstellen (UNS)
Ubertragungsnullstellen eines MIMO-LTI-Systems sind
Frequenzen p, fiir die gilt:
det(G(p)) =0
Rang(G (1)) < max Rang(G(s))

falls r = ¢
falls r # ¢

Falls ;2 ein EW von A ist, dann muss gelten (falls UNS):

e U # 0 und endlich
o lim G(s)U =0

S— [

Eigenschaften:

e Bei einer UNS verschwindet das stationiire Verhalten
fiir eine bestimmte Frequenz

e UNS sind i.A. nicht identisch mit den Nullstellen der
einzelnen Matrixelemente G;;(s)

e UNS konnen dieselben Werte wie Pole aufweisen

e UNS & nicht kompensierte INS

e Nichtquadratische Ubertragungsfunktionen haben i.A.
keine UNS, da in diesem Fall mehrere Spalten linear
abhingig sein miissen, was sehr selten ist

e Nichtsprungfihige Systeme (D = 0) mit derselben
Anzahl an Eingangs- Zustands- und Ausgangsgrofien
(n = ¢ = r) haben keine UNS
— Falls B und C quadratisch = keine UNS

e Ein System ist minimalphasig, wenn gilt:

Re(UNS) < 0V UNS

1.4.3 Invariante Nullstellen (INS)

Als die invarianten Nullstellen eines MIMO-LTI-Systems
werden diejenigen 1 € C bezeichnet, fiir die die Rosenbrock-
Systemmatrix R(n) eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

det(R(n)) = det (77[0— A _DB> =0 r=gq

Rang(R(n)) < max Rang(R(n)) T#q

Es werden nur nicht-degenerierte und nicht-rechtssingulare
Systeme betrachtet.
Degeneriert:

Rang(R(s)) < min(n + Rang(B),n + Rang(C))
Rechtssingulir:
Rang(R(s)) < n+ Rang(B)

Degeneriertheit = Rechtssingularitét

Auflerdem gilt (Schurformel):

det(R(y)) = det (”I A ‘5’) — det(n] — A)det(G(n)

Diese Formel gilt im vollen Umfang jedoch nur fiir
det(nl — A) # 0. Es kann also nicht daraus gefolgert
werden, dass jeder EW eine INS ist!

Eigenschaften:

e Beschreiben inneres Verhalten
e Anzahl INS > Anzahl UNS
e INS < ENS oder UNS
Eine INS ist dann eine UNS, wenn
e sie mit keinem EW zusammenfillt oder

e sie mit einem Pol zusammenfillt.

1.4.4 Entkopplungsnullstellen

Eine INS 7 heifit Eingangsentkopplungsnullstelle, wenn
sie von einem nicht-steuerbaren EW von A kompensiert
wird bzw. wenn gilt:

Rang (77] —A fB) <n

Eine INS 7 heift Ausgangsentkopplungsnullstelle,
wenn sie von einem nicht-beobachtbaren EW von A kom-
pensiert wird bzw. wenn gilt:

Rang (77[0_ A) <n
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Entkopplungsnullstellen haben die Bedeutung, dass ein
nicht-steuerbarer /nicht-beobachtbarer Eigenvorgang nicht
durch den Eingang angeregt werden kann oder nicht
am Ausgang gemessen werden kann. Sie sind keine
Ubertragungsnullstellen.

Wenn ein System vollstdndig steuerbar und beobachtbar
ist, gibt es keine Entkopplungsnullstellen.

1.4.5 Uberblick

INS & EW

{INS} = {UNS} U {ENS}
{EW} = {Pole} U {ENS}

1.4.6 Richtungen von Polen und Nullstellen

Sei s = z eine Nullstelle von G(s) und es gibt nichttriviale
Vektoren u, und yi (konjugiert-komplexe und transponier-
te Version von ¥, ), sodass

G(2)uz = 0; yzG(2) = 0; uzll2 = [[yzl]2 = 1
u,: Eingangsnullstellenrichtung
Y.+ Ausgangsnullstellenrichtung

Sei auflerdem G(z) = UXV* die Singuliirwertzerlegung.

= u, ist letzte Spalte von V
=y, ist letzte Spalte von U
Fiir einen Pol s = z gilt:
G(p)up = 003 y,G(p) = 0
up: Eingangspolrichtung

yp: Ausgangspolrichtung

= u,, ist erste Spalte von V/
=y, ist erste Spalte von U

1.4.7 Minimale und maximale Verstirkung mit Rich-
tungen
1) Berechne die EW von GTG:
det(\I —GTG) =0
2) Berechne Verstérkungen:
Omin — \/m
Tmaz = V Amaz
3) Berechne die dazugehorigen Richtungen o;:
NI —GTGYo; =0
4) Berechne die normierten Richtungen v;:

1
V= Uy
|0 ]

1.4.8 Richtungsabhdingigkeit der Verstdirkung

Die Verstarkung bei einem MIMO-System héngt von der
Frequenz und der Richtung des Eingangs u ab und ist un-
abhéngig von der Linge des Eingangs ||u(w)||2:

ly@)ll2 _ [IGGw)u(w)ll2

[u(w)l]2 [luw)]]2

2 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Anforderungen zur Losbarkeit einer Regelungsaufgabe:
1) Steuerbarkeit und Erreichbarkeit in endlicher Zeit (¢ <
00)
2) Stabilisierbarkeit im asymptotischen Sinn (¢ — o)
3) Rekonstruierbarkeit und Beobachtbarkeit in endlicher
Zeit (t < o0)
4) Entdeckbarkeit im asymptotischen Sinn (t — o0)

Definitionen von Eingangs-Zustinden:

e Stabilisierbarkeit:
Wenn fiir einen beliebigen Anfangszustand z(0) = z¢
eine Eingangsfunktion u(t) existiert, sodass das System
in nicht unbedingt endlicher Zeit in den Endzustand
x(te) = 0 gesteuert werden kann.

e Steuerbarkeit:
Wenn fiir einen beliebigen Anfangszustand x(0) = xg
eine Eingangsfunktion u(¢) existiert, sodass das System
in endlicher Zeit 0 < t < t, < oo in den Endzustand
z(t.) = 0 gesteuert werden kann.

e Erreichbarkeit:
Wenn fiir einen beliebigen Endzustand x(t.) = z. eine
Eingangsfunktion u(t) existiert, in den das System in
endlicher Zeit 0 < ¢t < t, < oo von dem Anfangszu-
stand x(0) = 0 aus iiberfiithrt werden kann.

Definitionen von Ausgangs-Zustinden:

o Entdeckbarkeit:
Wenn man bei gegebenem u(t) aus dem zukiinftigen
Zeitverlauf von y(t) iiber eine nicht unbedingt endliche
Zeitspanne t € [0,00) den Anfangszustand x(0) = x
eindeutig ermitteln kann.

e Beobachtbarkeit:
Wenn man bei gegebenem u(t) aus dem (zukiinftigen)
Zeitverlauf von y(t) iiber eine endliche Zeitspanne ¢ €
[0,t.] den Anfangszustand z(0) = z( eindeutig ermit-
teln kann.

e Rekonstruierbarkeit:
Wenn man bei gegebenem u(t) aus dem (vergangenen)
Zeitverlauf von y(t) iiber eine endliche Zeitspanne ¢ €
[0,t.] den Zustand z(t.) = z, eindeutig rekonstruieren
kann.

2.1 Steuerbarkeit und asymptotisches Systemver-
halten
2.1.1 Kalman’sches Steuerbarkeitskriterium

Das System (A, B) ist genau dann steuerbar, wenn gilt:

Rang(Qs) = n
Qs = [B,AB,A’B, ..., A" ' B]

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!
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2.1.2 Gilbert’sches Steuerbarkeitskriterium

Das MIMO LTI-System (A, B) (in kanonischer Normal-
form) ist genau dann steuerbar, wenn die Matrix B kei-

ne Nullzeile besitzt und wenn die p Zeilen BlT, die zu

den kanonischen Zustandsgréflen eines p-fachen Eigenwer-
tes gehoren, linear unabhéngig sind.

2.1.83 Hautus’ Steuerbarkeitskriterium

Das System (A, B) ist genau dann vollstindig steuerbar,
wenn gilt:

Rang(MI — A,B) =n
2.1.4 Stabilisierbarkeit

Das Paar (A, B) ist genau dann stabilisierbar, wenn alle \;
mit Re(\;) > 0 steuerbar sind:

Rang(MI — A,B) =n V Re(\;) >0
2.2 Beobachtbarkeit und asymptotisches System-
verhalten
2.2.1 Kalman’sches Beobachtbarkeitskriterium

Das System (A, B) ist genau dann beobachtbar, wenn gilt:

Rang(Qp) =n
C
CA
2
Qu=| ¢4
CAn—l

2.2.2 Gilbert’sches Beobachtbarkeitskriterium

Das System (A,C) (in kanonischer Normalform) ist ge-
nau dann beobachtbar, falls C keine Nullspalte besitzt und
wenn die p Spalten & von C, die zu einem p-fachen Eigen-
wert gehoren, linear unabhingig sind.

2.2.3 Hautus’ Beobachtbarkeitskriterium

Das System (A, C) ist genau dann vollstindig beobachtbar,
wenn gilt:

Rang ()\ilc_ A) =n Y\ €A
2.2.4 Entdeckbarkeit

Das Paar (A, C) ist genau dann entdeckbar, wenn alle \;
mit Re(A;) > 0 beobachtbar sind:

Rang (Ailc_ A) =n V Re(\;) >0
3 Strukturelle Analye linearer Systeme

3.1 Strukturmatrizen und Strukturgraphen

Zum Aufstellen einer Strukturmatrix miissen lediglich alle
Eintrédge einer Matrix, die ungleich Null sind, zu 1 gesetzt

werden, z.B.:

1 3 4 1 11
A=|0 5 4] =>8S4=1(0 1 1
0 0 7 0 0 1

Anhand der Strukturmatrizen, die die Verbindungen zwi-
schen den einzelnen Knoten wu;, x;,y; reprisentieren, kann
ein Strukturgraph erstellt werden, wie z.B.:

Die Kopplungsstruktur kann mittels der Adjazenzmatrix
beschrieben werden:

T SA SB 0 x

ul=10 0 Spl-|u

y Se 0 0 y
Ad

Falls der Ausgang nicht auf den Eingang zuriickgefiihrt
wird, gilt Sgp = 0.

3.2 Strukturelle Steuerbarkeit und Beobachtbar-
keit

Definitionen:

¢ Eingangsverbundenheit:
Zu jedem Zustandsknoten x; gibt es mindestens einen
Pfad, der von einem Eingangsknoten dorthin fiihrt.

e Ausgangsverbundenheit:
Von jedem Zustandsknoten x; gibt es einen Pfad, der
zu mindestens einem Ausgangsknoten fiihrt.

e Struktureller Rang (s — Rang):
Der strukturelle Rang einer Matrix entspricht der An-
zahl an nicht-trivialen Matrixeintrigen, die so gewéhlt
werden koénnen, dass sie in getrennten Zeilen und Spal-
ten stehen.

Eingangsverbunden Ausgangsverbunden

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!
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3.2.1 Strukturelle Steuerbarkeit
Eine Klasse S von Systemen ist strukturell steuerbar, wenn

e S eingangsverbunden und
e s— Rang (SA SB) =n

Daraus folgt, dass es mindestens ein System

A B
ZZ(C O),ZES(SA,SB,Sc)

gibt, das steuerbar ist.

3.2.2 Strukturelle Beobachtbarkeit

Eine Klasse & von Systemen ist strukturell beobachtbar,
wenn

e S ausgangsverbunden und

e s — Rang @2) =n

Daraus folgt, dass es mindestens ein System

A B
Y= (C 0) ,E GS(SA,SB7SC)

gibt, das beobachtbar ist.

3.3 Schleifenfamilie

Unter einer Schleifenfamilie versteht man die Menge
an geschlossenen Pfaden, die keine gemeinsamen Knoten
enthalten. Zur Bestimmung der Schleifenfamilie muss eine
vollstéindige Ausgangsriickfithrung hinzugefiigt werden
(Ausgéinge mit Eingéingen verbinden).

Die Weite der Schleifenfamilie gibt die Anzahl der Zu-
standsknoten in der Schleifenfamilie an.

Beispiel:

1. Schleifenfamilie:
{U2 — X3 — Y2 —UUL —T1 — Y1 — UL; T2 —wz}
Weite =n =3

2. Schleifenfamilie:
{us —x3 — 29 — 21 —y1 — ua}
Weite =n =3

3.4 Strukturell feste Eigenwerte

Strukturell feste EW sind EW, die nicht steuerbar oder
nicht beobachtbar sind. Es gibt folgende zwei Typen:

e Typ 1:
S ist entweder nicht eingangsverbunden oder nicht aus-
gangsverbunden oder beides.

o Typ 2:
Im Strukturgraphen gibt es keine Schleifenfamilie der
Weite n

4 Stabilitdt von MIMO-Systemen

Definitionen:

e Zustandsstabilitit:
Der Gleichgewichtszustand z* = 0 ist stabil, wenn es
fiir jede beliebige Umgebung € eine Umgebung um den
Gleichgewichtspunkt mit dem Radius § gibt, sodass
aus ||zo|| < § die Beziehung ||z(t)|| < e V ¢ > 0 folgt.
Fiir asymptotische Stabilitdt wird zusétzlich gefordert,
dass tll{rolo [lz(®)|| = 0 gilt.

e Ein-/Ausgangs-Stabilitit:
Wenn fiir verschwindende Anfangsauslenkungen xg =
0 und ein beliebiges beschrinktes Eingangssignal das
Ausgangssignal beschréinkt bleibt.

4.1 Frequenzbereichsbedingungen fiir
Riickfiihrsysteme

\V<

Yoo K sl G

Y

Sei

Go = G(s)K(s)
F(s) =1+ Go =1+ G(s)K(s)

Fiir den dargestellten geschlossenen Kreis gilt dann:

Guw(s) = G(s)K(s)(I + G(s)K(s)) ™' = G F1(s)
Fs) = T )

wobei adj die Adjunkte der Matrix ist, also die Transpo-
nierte jener Matrix, deren Eintréage die Unterdeterminanten
sind.

Der Regelkreis ist genau dann E/A-stabil, wenn fiir
die Pole 5; des geschlossenen Kreises gilt:

det(I + G(s)K(s)) =0; Re(s;) <0Vie{l,..,n}

4.1.1 Hsu-Chen-Theorem

Wenn das System vollstdndig steuerbar und beobachtbar
ist und der geschlossene und der offene Kreis keine ge-
meinsamen EW haben, dann kann die Determinante der
Riickfithrdifferenzmatrix F'(s) in Abhéngigkeit der Pole ;

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!


http://www.ei-studium.de

Formelsammlung Regelungssysteme 2

http://www.ei-studium.de

Erstelldatum: 29. April 2018

des geschlossenen Kreises und den Polen s; des offenen Krei-
ses geschrieben werden:

—

o
Il
A

(S — 31‘)

det(F(s)) =k - ——
(s —s;)

—

©
I
—

Unter Annahme vollstindiger Beobachtbarkeit und Steu-
erbarkeit konnen somit die EW des geschlossenen und des
offenen Kreises aus F(s) berechnet werden.

4.1.2  Nyquistkriterium (MIMO-Fall)

Voraussetzung:
e Der offene Kreis ist nicht sprungfihig (D, = 0)

Der offene Kreis mit der Ubertragungsfunktionsmatrix
Goi(s) fithrt genau dann auf einen (E/A-)stabilen geschlos-
senen Regelkreis, wenn

no
Aargson(det(F(jw))) = (n+ + 2) ™

Aarg(det(F(jw))) = li_>m arg(det(F(jw)))
fiir w von 0 bis oo gilt.

n': Anzahl der Pole von G, (s) mit Re(s;) > 0
n%: Anzahl der Pole von G;(s) mit Re(s;) =0
(mehrfache Pole zihlen mehrfach!)

Wenn der offene Kreis stabil ist (n* = n® = 0) und
die Nyquistkurve det(F(jw)) den Ursprung der komplexen
Ebene nicht umschliet, dann ist der geschlossene Regel-
kreis stabil.

Im Unterschied zum Nyquistkriterium fiir einschleifi-
ge Regelkreise liegt der kritische Punkt jetzt nicht mehr
bei —1, sondern im Ursprung der komplexen Ebene.

Das Nyquistkriterium kann auch anhand der EW der
Matrix F'(s) ausgedriickt werden:

Ein stabiler offener Kreis fithrt genau dann auf einen
stabilen Regelkreis, wenn die EW Ap,(s) der Matrix
F(s) den Ursprung der komplexen Ebene insgesamt nicht
umschlingen:

> Aarg(Ar, (5) = 0
i=1

4.1.3 Bedingung des spektralen Radius

Sei Goi(s) nicht sprungfihig und E/A-stabil. Wenn
p(Go(jw)) <1V w

dann ist der geschlossene Kreis E/A-stabil.

Diese Bedingung ist nur hinreichend und nicht notwendig

fiir die Stabilitat.

Der Spektralradius ist der betragsméflig grofite EW.

4.1.4 Small gain Theorem

Sei G,;(s) nicht sprungfihig und E/A-stabil. Wenn
IGar(jw)|| <1Vw

dann ist der geschlossene Regelkreis E/A-stabil.
Dabei ist ||.|| eine beliebige Matrix-Norm.

4.1.5 Gershgorintheorem

Sei A eine komplexe Matrix und sei D; die Summe der
nicht-diagonal-Eintrége der i-ten Zeile. Dann gilt fiir jeden
EW X der Matrix A, dass es mindestens einen Index i gibt,
sodass

N —ai| < D;

Dieser Sachverhalt ist auch auf die Spaltenelemente an-
wendbar.

Geometrisch interpretiert beschreibt die Ungleichung
Kreisflichen, die sogenannten Gershgorinkreise, mit Mit-
telpunkten a;; und Radius D;. Das Theorem besagt also,
dass alle n EW innerhalb der n Kreise liegen.

A
Im
D2 D3
D, an
ayy Py 433/ Re
Diagonaldominanz:

Die r x r Riickfiihrdifferenzmatrix F'(s) heifit zeilendomi-
nant, wenn

T

[Fi(s) > > |Fi(s)| s€D

J=1,j#i
und sie heiffit spaltendominant, wenn

T

|Fii(s)| > Z |Fji(s)] s€D
j=1,j7#i

Ist die Matrix entweder zeilen- oder spaltendominant, so
wird sie als diagonaldominant bezeichnet.

Sei G, stabil. Wenn F(s) diagonaldominant ist und
fiir die Hauptdiagonalelemente Fj;(s) jeweils das SISO-
Nyquistkriterium erfiillt ist, dann ist der geschlossene
Kreis stabil.
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4.2 Interne Stabilitit von Riickfithrsystemen

Ay du

Y

—>» -K —>O

G —e

94_

d, uv

u=(I+KG) *d,— K(I+GK)'d,
y=GI+KG)'d,+ (I +GK) 'd,

Das Riickfiihrsystem ist genau dann intern stabil, wenn
alle vier Ubertragungsfunktionsmatrizen stabil sind.

Angenommen, es gibt keine Pol-NS-Kiirzungen in
der RHE zwischen G(s) und K(s), dann ist das
Riickfithrsystem genau dann intern stabil, wenn eine
der vier Ubertragungsfunktionen stabil ist.

4.3 Lyapunov-Stabilitit und Quadratische Stabi-
litét
Sei

&= Ax; x(0) =z

4.3.1 Lyapunov-Stabilitit

Ein Gleichgewichtspunkt z* eines autonomen Systems heifit

e stabil, wenn es zu jedem gegebenen € > 0 ein §(¢) > 0
gibt, sodass

[lzo — z*|] < 0(e) = ||x(t) —2z"|| <eVE>0

e asymptotisch stabil, wenn er stabil und attraktiv
ist, sodass

g —a*[] < 8 = Jim |lo(t) = a*|| =0

4.3.2 Direkte Methode von Lyapunov

Sei z* € X eine Ruhelage des Systems & = f(z), z(0) = zo.
Die Ruhelage ist

e stabil, falls folgende Eigenschaften gelten:

1) V(z*)=0
2) V(z) > 0 fiir alle x # a*
) V=24v() <0

t

e asymptotisch stabil, falls sie stabil ist und V (z) < 0.

4.3.83 Quadratische Stabilitdit

Das LTI-System mit z* = 0 heifit quadratisch stabil, wenn
es asymptotisch stabil ist im Sinne von Lyapunov, wobei
die Lyapunovfunktion folgende Form besitzt:

V(z) =2TPz; P=PT >0
Ein LTI-System ist genau dann zustandsstabil, wenn es
quadratisch stabil ist.
Seien P und ) symmetrische, positiv definite Matri-
zen, dann muss gelten:

ATP+ PA=-Q

Vorgehensweise, um asymptotische Stabilitdt nachzuwei-
sen:

1) Wéhle @ als symmetrische, positiv definite Matrix
(zB.Q=1,)
2) Einsetzen von allgemeinem symmetrischen Ansatz fiir
b1 D2
P=p2 p3

3) e Falls P nicht positiv definit
= System nicht asymptotisch stabil

e Falls P positiv definit
= System asymptotisch stabil

Eine symmetrische Matrix ist positiv definit, falls gilt:

A >0 Vi

5 Reglerentwurfsverfahren

Allgemeines Regelgesetz fiir LTT-Systeme:

u(t) = —Kz(t) + Lw(t); K eR™™ L eR™
=i =(A— BK)x + BLw
y=Cx

Anforderungen:
o Reglerstabilitét (Riickfiihrmatrix K):
z(t) — 0, fiir t — oo mit w =20
o Stationédre Genauigkeit (Vorfiltermatrix L):

y(t) — w, fiir ¢ = co mit w = const.

d
v

N
Xo
Wl | ol B X%—»i":C—y»
A |
K |«
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5.1 Wahl der Vorfiltermatrix L
Um stationdre Genauigkeit zu erreichen, muss gelten:
=0
& L=[C(BK—-A)""'B]  (firqg=r)
Die benotigten Inversen existieren, wenn gilt:
1) System asymptotisch stabil:
Re{\A—-BK)} <0 V AA - BK)
2) Es gibt keine invariante Nullstelle 7; in Null:

(Die INS des geregelten Systems entsprechen generell
genau den INS des ungeregelten Systems)

det(Rg (n)) = det <"I o 4 _OB) =0

Diese Vorgehensweise ist allerdings nur anwendbar, wenn
sich der Fiithrungsvektor w im Vergleich zur Regelkreisdy-
namik relativ langsam &ndert; Ansonsten ist die Entkoppe-
lung nach Falb-Wolovich notwendig.

5.2 Vollstindige Modale Synthese nach Roppene-
cker

Die Riickfithrmatrix K zur Polvorgabe nach Roppenecker
ergibt sich iiber

K= (p17 7pn) [(A - A1(11)_1Bpla sy (A - )\KnI)_prn] -

= (p1, -, Pn)(VK1, ~~va77,)71

mit
vki = (A= Aiil) ' Bp;
(A= Agil)vk; = Bp;
Aii:  Gewiinschte Regelungseigenwerte von A — BK

Di: Parametervektoren (beliebig wihlbar)
vii:  Eigenvektoren von A — BK

Voraussetzungen:

e B hat vollen Rang und

e EV vk, sind linear unabhiingig (z.B. wenn die EW Ag;
einfach und von den Strecken-EW \; verschieden sind).

Vorgehensweise:
1) Regelungs-EV vg; aus Ag; und p; berechnen.
2) Reglermatrix K bestimmen.

3) Vorfiltermatrix L bestimmen.

Durch gezielte Wahl der Parametervektoren p; kénnen be-
stimmte Anforderungen erfiillt werden, wie z.B.:

e Spalten von K zu Null machen: dadurch kann auf Mes-
sung der betreffenden Zustandsgrofle verzichtet wer-
den.

e Einzelne Elemente von K zu Null machen: dezentrale
Zustandsriickfiihrung

e Stellgréfenausschlige verringern.
e Robustheit erhchen.

e Soll ein Strecken-EW erhalten bleiben, so setzt man
vij = v; und p; = 0.

1

5.3 Regelung fiir Stérentkoppelung
Betrachtet wird folgendes System:

t=Ax+ Bu+ Nd, z9=0
y=Cx
u=—Kuz

d:  Storgréfenvektor
N : Storungsabbildungsmatrix

Das Storentkoppelungsproblem besteht darin, einen
Zustandsregler u = —Kx so zu finden, dass fiir alle Zeiten
t > 0 die Storung d(t) nicht auf den Ausgang y(t) wirkt.

=-Abbildung der Stérung auf einen nicht beobachtbaren

Unterraum.

Dies ist der Fall, wenn sich die Spaltenvektoren von N {iber
nicht-beobachtbare Basisvektoren darstellen lassen. Dafiir
muss gelten:

)\KiI -A B UKi| 0
C 0] |pi|
—_———
R(Aki)
= det(ROver) = det (ML 74 BY
c 0
Regelungs-EW entsprechen INS (Ag; = 7).
Bestimmung einer vollsténdigen Zu-

standsriickfithrung mit Stérentkopplung:

1) Bestimme linear unabhiingige vg; mit
C’UKi =0

Wenn die vg; keine Basis von N bilden, dann ist eine
Storentkoppelung nicht moglich.

2) Bestimme k (Anzahl der vg;) INS 7; = Ak

Axil —A BY
det( C O>_O

und berechne danach die zugehorigen p;:

(Axil = A)vgi = —Bp;

3) Die restlichen n — k EW mit Parametervektoren sind
frei wahlbar

4) Berechne die EV der restlichen EW:
(NI — A)vg; =0
5) Berechne K:
K = (p1,.oypn) (01, ooy ) 71
6) Evtl. Test, ob G4 = 0:

Gq=C(sI — (A— BK))"'N

Ak
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5.4 Entkopplungsregelung nach Falb-Wolovich
Betrachtet wird folgendes System:

i = Az + Bu

y=Cx

u=—Kz+ Lw
Ziel der Entkoppelungsregelung ist es, K und L so zu

wiéhlen, dass das System entkoppelt wird, d.h. damit aus
dem MIMO-System g SISO-Systeme werden (g = r).

Definition:

e Ein MIMO-LTI-System hat die Differenzenordnung
bzw. den relativen Grad (¢1,...,d,), wenn fiir ¢ =
1,...,q gilt:

cFAIB=0 Vj=0,..,6 —2
cFA%-1p 40
wobei ¢! die i-te Zeile von C darstellt.
e Alternative Bestimmungsmethode:

Leite y; so oft ab (d;-mal), bis ygéi) direkt von wu
abhéngt.

e Die Gesamtdifferenzenordnung ist
§=> 5
i

Vorgehensweise:

1) Bestimme ¢ und mache Fallunterscheidung:

e ) = n: weiter mit 2.

e § < n: es existieren Entkopplungsnullstellen, die
stabil sein miissen. Falls Re(n) > 0, dann ist eine
Entkoppelungsregelung instabil.

2) Berechne E:
crA-1p
E=|
ch AG-1) B

Falls det(FE) # 0, dann weiter mit 3.
3) Vorfilter L berechnen:

L=FE'T
Y ... 0
T=|: =~
0 ...

Mit den vorgegebenen Ubertragungsfunktionen
konnen dann die v; und M;; berechnet werden:

yl(s) _ Vi
wz(s) soll 5% + ...+ M;1s + MiO
4) Reglermatrix K berechnen:
61—1 i
C{A‘Sl + Z Mle{A]
§=0
K=" :
Sq—1 4
el A% + Zjo M, el A
]:

4] =q

5.5 Direktes Nyquistkriterium zum Entwurf de-
zentraler Regler

Betrachtet wird das System:
T = Az + Bu
y=Cx

Bei der dezentralen Regelung werden die Vektoren in Teil-
vektoren zerlegt, die aus N Teilsystemen bestehen.

x'l A1 0 X1 B1 O U1
. — . + .
i‘N 0 AN N 0 BN uN

U1 Cl 0 T
YN 0 Cn TN
U1l K1 0 X1
uN 0 Ky TN

Das Problem ist es, die Auswirkung der durch Ver-
nachlissigung der Querkopplungen entstehenden Stérung
richtig zu beurteilen.

Wy K.(s) ——> | Vi,

|

1

1L

|

|

|

|

|

I »

|

G

Ky(s = —

Wy K- () Y2

Der aus r Eingroflenreglern K;(s),i = 1,...,r und der Re-
gelstrecke G(s) bestehende Regelkreis ist stabil, falls

e die UF Goi(s),i =1,...,r der offenen Ketten der Ein-
groBenregelkreise den Punkt —1 insgesamt n™-Mal ge-
gen den Uhrzeigersinn umschlingen.

(n™: Anzahl der Pole mit positivem Realteil)

o F(s) =1+ Gu(s) diagonaldominant ist.
5.5.1 Direktes Nyquistverfahren zum Entwurf dezentra-
ler Regeleinrichtungen
Voraussetzungen:

e D =0, d.h. das System ist nicht sprungfiahig
e (5 ist ndherungsweise diagonaldominant
e Die Regelstrecke ist E/A-stabil

Entwurf eines dezentralen Reglers:

1) Entwurf von r Eingréfienreglern K;(s) fiir die Gy;(s).

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!
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2) Uberpriifen der Diagonaldominanz von F(s). Wenn
dies nicht vorliegt, muss durch geeignete Wahl ande-
rer Eingroflenregler versucht werden, Diagonaldomi-
nanz herzustellen.

3) Untersuchen der Regelgiite des dezentral geregelten
Systems anhand von Simulationen.

5.6 Relative Gain Array (RGA)

Das RGA ist ein Maf fiir Interaktion in der Form von Kopp-
lung in MIMO-Systemen. Je niher es an der Identitét I ist,
desto geringer ist die Interaktion.

RGA(G) =G x (G™HT

wobei X elementweise Multiplikation bedeutet.

6 Grundlagen Performanzorientierter Re-
gelung von MIMO-LTI-Systemen

6.1 Grundlegende Definitionen

Betrachtet werden geschlossene Regelkreise unter
Storeinfluss d und Messrauschen n:
ld
Gy
w u y
—>$_—> K » G
n
Es gilt:
y=I+GK) 'GKw+ (I+GK) 'Gyd— (I + GK)"'GKn
—_— ——
=Gy =F-1 =Gy

=Tw+ SGgd—Tn
Definintionen:

e Sensitivitdtsfunktionsmatrix S und komple-
mentire Sensitivitdtsfunktionsmatrix 7'

S=(I+GK) ™ =T +Gy) ™"
T=(I+GK)'GK =(I+Gy) 'Gy
=S5+T=1

Auflerdem gilt:

u=K(w—y—n)=KS(w—Gaqd—n)
e=w—y=Sw—Ggd)+Tn

Die Regelabweichung in Bezug zur Fithrungsgrofe ist somit:
e = Sw

Definitionen:

e Sei w; = 0 im Intervall [wy,ws].
Die (Sensitivitits-)Bandbreite (des geschlossenen
Kreises) ist die Frequenz wp = wa, bei der der Ampli-

tudenverlauf |S(jw)| zum ersten Mal % = 0.707 (=~

3dB) von unten schneidet.
e Die Bandbreite mit Bezug auf T, bezeichnet als
wpT, ist die hochste Frequenz, bei der der Amplitu-

denverlauf |T'(jw)| den Wert % = 0.707 (= —3dB)
von oben schneidet.

e Die Durchtrittsfrequenz w. ist die Frequenz, bei der
der Amplitudenverlauf |G (jw)| zum ersten mal Eins

von oben schneidet.

e Die Phasendurchtrittsfrequenz wigy ist die Fre-
quenz, bei welcher die Nyquist-Kurve von Gy (jw) zum
ersten mal die negative Achse zwischen -1 und 0 schnei-
det.

Die Frequenzen wpg,wpr und w, nehmen oftmals dhnliche
Werte an. Ist dies nicht der Fall, so ist wp i.d.R. von
groBerer Bedeutung fiir das Regelverhalten.

Typische Verldufe von |S| und |T'|:

10
- —!C,\\
0
~
1
-10
3 e
= -20 =
© P
E S _~
3 -30
< T
-40
-50
-60
102 10" wg  10° Wer 10" w

Die Amplitudenverldufe werden im MIMO-Fall i.d.R.
tiber den Verlauf des groBten Singulérwertes der
Ubertragungsfunktionsmatrizen angegeben.

6.2 Spezifikationen und Loop Shaping

6.2.1 Qualitative Forderungen zum Closed-Loop Sha-

ping
Qualitative Ziele:

e Gutes Folgeverhalten liegt vor, wenn y/w — I,d.h.:
T(jw) = T

Fiir Open-Loop Shaping gilt:
Amplitudenwert von G,; sollte moglichst grof3 sein.

e Gute Storunterdriickung wird realisiert, wenn
y/d — 0 bzw.:
S(jw) = 0= [S(jw)| = 0

Fiir Open-Loop Shaping gilt:
|G o1 sollte moglichst grofl sein.

e Gute Rauschunterdriickung wird erzielt, wenn
y/n — 0 bzw.:

T(jw) 50= |T(jw)| = 0 fiir hohe Frequenzen

Fiir Open-Loop Shaping gilt:
|G| sollte moglichst klein sein.

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!
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e Niedriger Energieaufwand im Sinne von kleinen
Stellgréfien, wenn u/w — 0 bzw.:

. . ! ) . |
K(jw)S(jw) = 0 = [K(jw)S(jw)| = 0
Fiir Open-Loop Shaping gilt:
|G 1] sollte moglichst klein sein.
6.2.2 Quantitative Forderungen beim Closed-Loop Sha-
ping und Gewichtete Sensitivitdt
Quantitative Forderungen:
e Gewihrleistung einer bestimmten Bandbreite:

1S(jw)| < =3dB, Vw < wp
e Beschriankung des stationédren Folgefehlers e:

!
T Je(t)] = lim [S(s)W (5)] < A

A: maximale Amplitude

e Begrenzung des maximalen Regelfehlers:
|
max |S(jw)| < M
w

Eine typische obere Schrankenfunktion ist gegeben
durch:

ws(s) = - JL:Z
Es gilt:
lim L (min. Verstiarkung)
1

lim =
w—00 Wg (]w)

(max. Verstiarkung)

Die Spezifikationen werden dann eingehalten, wenn gilt:
[ws(5)S(s)| < max [Jws(s)S(s)[]2 = |[ws(s)S(s)[|oc <1

1S(jw)| < Twos G|

Bedingung an die gewichtete Sensitivitit wgS:
!
|w55| < |w5|\S| <1, Vw

In gleicher Weise konnen auch Schrankenfunktionen fiir
T(wr) und den Energieverbrauch KS(w,,) spezifiziert wer-
den:

llwr ()T (jw)lloe <1
[lwu (W) KS(jw)lloe <1

6.3 Beschrinkungen der Performanz
6.3.1 SISO Interpolationsbeschrinkung

Unter der Annahme, dass sich in G,; = GK keine instabilen
Pole mit Nullstellen kiirzen, so gilt:

e Wenn p € RHE Pol von G,; ist, dann gilt:
S(p) =0und T(p) =

e Wenn z € RHE Nullstelle von G,; ist, dann gilt:
S(z)=1und T(2) =0

6.3.2 MIMO Interpolationsbeschrinkung

Sei die Menge der Pole und Nullstellen von G,;, die in der
RHE liegen, disjunkt. Fiir S und 7" muss dann gelten:

e Wenn p € RHE Pol von G ist mit Eingangspolrichtung
up, dann gilt:

S(p)up = 0 und T(p)uy = u,

e Wenn z € RHE Nullstelle von G ist mit Ausgangsnull-
stellenrichtung y,, dann gilt:

y:S(2) = y2 und yiT(z) = 0"

e Wenn p € RHE Pol von K ist mit Ausgangspolrichtung
Yp, K, dann gilt:

y;}KS(p) =07 und y;T(p) =Yy K

s

e Wenn z € RHE Nullstelle von K ist mit Eingangsnull-
stellenrichtung u. g, dann gilt:

S(2)uzp = Uy und T(2)uy, =0
6.3.3 Bode-Sensitivititsintegral und Wasserbetteffekt
(SISO-Fall)

Sei {p; : i = 1,...,n,} die Menge der Pole von G, in der
RHE, G, ist rational mit relativem Grad § > 1. Wenn der
geschlossene Regelkreis stabil ist, dann gilt fiir

e (G, proper mit 6 = 1, dass

/log|S jw)|dw = —— hm sGo +7TZR6 Di)

=1

o Gy = Goroe™ ", T > 0, Gy 0 streng proper (bzw.
d > 1), dass

/log|5(jw)|dw = WZRe(pi)
o i=1

6.3.4 Poisson-Sensitivitditsintegrale und Sensiti-

vitdtspeaks (SISO-Fall)
Blaschke-Produkt der NS und Pole in der RHE:

T2 und Br(s) = H S

z S
zlpZ 112—’_

Diese Blaschke-Produkte sind Allpassfunktionen.
Es ergibt sich:

( )Br(s)e™*", 7>0
(S) ( )
(8) T(s)Br(s)e ™"

Sei der offene Kreis G, faktorisierbar (wie oben) und sei
z = 0, + jw, eine NS von G, in der RHE. Wenn das
geschlossene System stabil ist, dann gilt:

. Oz _
> z
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7 H,-Regelung

7.1 PK-Struktur

Wi Z

u y

K N

Reglereingang

Reglerausgang

P: Verallgemeinerte Strecke

K: Regler

w: Exogener Eingang (z.B. Referenzsignale, Rauschen,
Storungen)

z Exogener Ausgang (stellt nicht den Ausgang der
Strecke G(s) dar, sondern das Performanzsignal, das
durch den Regler angepasst werden soll)

Y: Reglereingang

Ziel:

Performanz von N soll garantiert werden mit stabilisieren-
dem Regler K.

7.1.1 Analyse der wverallgemeinerten Strecke im
Laplace-Bereich

Vorgehen zum Erhalten der PK-Struktur:

1) Sammeln aller Signale, die von auflen auf das System
wirken, in dem Vektor w.

2) Bestimmen von z in Abhéngigkeit von allen Eingéngen,
die in w zusammengefasst sind.

3) Bestimmen von y in Abhiingigkeit aller Eingénge, die
in w zusammengefasst sind. Dann gilt u = Ky.

4) Bestimmen der verallgemeinerten Strecke P durch

M

Oftmals wird P partitioniert in:

Pii Ppo
P =
[le Pzz]

sodass gilt:
z = Priw + Piau
Yy = Poiw + Pyu
Weiterhin gilt:
z=Nw
u= Ky
= N =Py +PoK(I — PpK) 'Py := F(P,K)=P*K
7.1.2 Beschreibung der verallgemeinerten Strecke im
Zeitbereich
Die Zustandsraumdarstellung fiir P lautet:
T = Az + Byw + Bou
z=Ci2 + Dyiw + Digu
y = Cox + Dojw + Daou

K kann beschrieben werden durch:

i = Agx + Bgy
u=Cgxrg + Dgy

falls eine LTT-Reglerdynamik erlaubt ist. Fiir einen stati-
schen Regler F' zur Zustandsriickfithrung gilt:

u=Fzx

7.1.3 Mixed sensitivity design

Um ein sinnvolles Reglersyntheseproblem zu erhalten, ist
es notwendig, ein gewichtetes Eingangssignal w(s) =
Ww(s)w(s) und ein gewichtetes Ausgangssignal Z(s) =
W.(s)z(s) einzufiihren.

7.2 H.-optimale Reglersynthese

Das Standard H.,-Reglerproblem ist der Versuch, einen

stabilisierenden Regler K fiir eine gegebene Strecke P zu

finden.

Die vorgegebene Performanz wird eingehalten, wenn gilt:
[IN]joo <1

Ziel ist es, die Optimierungsfunktion ||N||o zu minimieren.

Das suboptimale Reglersynthesproblem lautet:
Finde

[IN]loo <

sodass K die Strecke P stabilisiert.

8 Appendix

8.1 Singulidrwertzerlegung

Gegeben sei eine Matrix A € R™*™ Die Sin-
gulidrwertzerlegung A = ULV wird wie folgt berechnet:

1) Berechne
B=ATA
2) Berechne die nicht-negativen EW von B:
det(\iI —B) =0
und nummeriere sie in der Reihenfolge

AM>X> >0, 20

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!

13


http://www.ei-studium.de

Formelsammlung Regelungssysteme 2 http://www.ei-studium.de

Erstelldatum: 29. April 2018

3) Berechne vy, va, ..., vp:
(MI—B)o; =0

1
V; =

= .5
|94

V =lv1,...,05]
4) Die Singuldrwerte berechnen sich wie folgt:
i = \/)\7; i=1,2,....k = min(m,n)
5) Berechne uq,ug, ..., Um:

1
U; = *A’UZ‘
i

Falls m > n oder falls o; = 0, miissen die Vektoren zu
einer Orthonormalbasis ergénzt werden.

U= (up,ug,y .., )

Lizenz: CC BY-NC-SA 3.0
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.
0/de/
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