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Teil 1

Wahrscheinlichkeitstheorie

1 Wahrscheinlichkeitsraume

Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einem Tripel
(Q,F, P).
1.1 Ergebnismenge ()

Die nichtleere Menge 2 aller relevanten Ergebnisse eines
Experiments heiffit Ergebnismenge.

1.2 Ereignisalgebra F

Das Mengensystem F C P(Q2) (Potenzmenge von ) wird
als Ergebnisalgebra bezeichnet, wenn es folgende Bedin-
gungen erfiillt:

i) QeF
ii) AeF= A°cF
i) Ay,...,AyeF=Ur 4, €eF
Daraus folgt weiterhin:
i) 0eF
i) N, A eF
Das Mengensystem F wird als o-Algebra bezeichnet, falls

k — oo und obige Bedingungen erfiillt sind.

Das Tupel (2,F) heiit Ereignisraum oder messba-
rer Raum.

1.3 Wahrscheinlichkeitsmafl P
i) P(A)>0
i) P(Q) =1
i) P(U;2y Ai) = > oq P(A;), wenn A;NA; =0,Vi# j

Weitere Eigenschaften von P:

i) P(

ii) P(0) =0

iii) P(A\B) = P(ANB¢) = P(A) - P(ANB)
) P(
)
)

=

—

v) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)
AC B= P(A) < P(B)

PUE, A) <S8 P(AY)

v

V1
2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und sto-
chastische Unabhéngigkeit
2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
. _ P(ANB)

= P(ANB) = P(A| BYP(B) = P(B | A)P(A)

2.1.1 Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit
B; sei eine Zerlegung von €2, dann gilt:
P(A) =) P(A| B)P(B))
el

2.1.2 Satz von Bayes
_ __ PA[B)P(B;) _ PANB)
PO = P B)P(B) ~ P(A)

2.1.3 Multiplikationssatz
P(ANBNCND) = P(A|BNCND)P(B|CND)P(C|D)P(D)

2.2 Stochastische Unabhingigkeit
Zwei FEreignisse A und B sind dann von einander un-
abhéngig, wenn gilt:
P(ANnB)=P(A)P(B)
Dann gilt auch:
P(B| A) = P(B)
Fiir jede endliche Teilmenge () # J C I gilt dann:

(4 =TT P4

el i€l

3 Zufallsvariablen und Wahrscheinlich-
keitsverteilung

3.1 Zufallsvariablen

X : Q — € heifit Zufallsvariable, wenn fiir jedes A’ € F’ ein
A € T existiert mit A = {w € Q| X(w) € A’} € F.

a) X : Q — R heiit reelle Zufallsvariable, wenn {w €
Q| Xw)<z}={X<z}eFVzekR

b) X:Q — R",n € N heift mehrdimensionale (reelle)
Zufallsvariable, wenn X = X1, X )T

¢) X : Q — C heifit komplexe Zufallsvariable, wenn
Re(X) und Im(X) reelle Zufallsvariablen sind.

d) Zufallsvariablen X : Q — €', die Q auf endliche oder
abzihlbare Mengen ' abbilden, heifiten diskrete Zu-
fallsvariablen.

3.2 Verteilung einer Zufallsvariable
P(A) 2 PHweQ|Xw)eA})=PH{XeAHVA €
F’ heiit Verteilung von X.

3.2.1 Zihldichte fiir diskrete Zufallsvariablen (PMF)
px(z) = P({X = z})

3.2.2 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

o) = S5

WDF einer diskreten Zufallsvariable X:

fx(@) =Y px(€)d(x —€)

Leqy
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3.2.3 Stetige kumulative Verteilungsfunktion (KMF)

Fx(z) = P{X < z})

0= [ OO fx(€)de

Eigenschaften:

i) Fx(x) ist monoten wachsend.

ii) Fx(z) ist rechsseitig stetig.

ili) limg o Fx(z) = 0,limy 00 Fx(z) =1
iv) P({a <X <b}) = Fx(b) — Fx(a)

) P({X>c}) =1 = Fx(c)

i) P(X ) px(x) Xist reell und diskret
V1 =) =
0 X ist stetig

3.2.4 Diskrete kumulative Verteilungsfunktion (KMF)

> x()

eV gz

Fx(m) =

3.3 Mehrdimensionale Verteilungen
3.3.1 Gemeinsame Kumulative Verteilungsfunktion

P({X < &})
Xn < xn})

£0) = Fy(#) =

2Py <an,y

Fx, . x. (x1,...,2

Eigenschaften:

i) Fx,,. x, ist in jeder Koordinate monoton wachsend.

ii) Fx,,.x, ist im folgenden Sinn rechtsseitig stetig:
vV h > 0 gilt limy,_g Fth,x”(xl +h,...,x, + h) =

Fxl,_“’xn(xl, A ,J}n), v (1‘1, - ,Jﬁn) c R™
iii) Fiir jedes 1 < u < n gilt:

limg, oo Fx, .. %, (T1,-. ., 2n) =0

limg, oo Fxy,. %, (@1, 2n) =1

3.3.2 Verbund-Zidhldichte

S Ty) = pg(7) =
P({Xy =1,...,

P({X =1}
Xn = xn})

PXq,... X (331, .-

lI>

3.3.3 Verbund- Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

O Ex, X (T1, -5 )
IXipo X (X1, ) = laxl...a’ =

3.8.4 Stetige kumulative Verteilungsfunktion

1‘7’)(17 Xn (xl,...,x )

/ / Foo (€1, ) dEy

3.3.5 Marginalisierung / Randverteilungen

Fiir m < n gilt:

Fxl,..“xm (xla e ;xm) = Fxl,..‘,Xn (.’L’], ey Ty, OO0, e, OO)

Es gilt:

a) Eine durch Marginalisierung auf eine einzige Zufalls-
variable entstehende KVF heifit Randverteilung:

Fx,(x1) = Fx,,... x, (x1,00,...,00)
b) Zihldichte px,

Px, (1‘1) =

¢) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx,

fxi (1) = /

3.4 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

/ th X ml,...,xn)dxn...dxg

X1, ..., X, reelle Zufallsvariablen sind genau dann stochas-
tisch unabhiingig wenn fiir jedes 7 = [z1,...,7,]7 € R"
gilt:

P({X; <z1,..., Xy <)) = HP({Xi < a;})

Analog folgt die stochastische Unabhéngigkeit

a) fiir reelle Zufallsvariablen aus

Fx, . x,(x1,...,20)

i=1
b) fiir reelle und diskrete Zufallsvariablen aus

n
DXy, X (T1y oy T) = pri(a: )
i=1

c) fiir reelle und stetige Zufallsvariablen aus

n

) = [ ()

i=1

fx17"~)xn (331, s

3.5 Bedingte Zufallsvariablen

3.5.1 Bedingte kumulative Verteilungsfunktion

Fa(z | A) = Pa({X < 2}) = P({X <z} [ 4)
3.5.2 Bedingte Zdihldichte
px.y(T,y)
T LAY I
pX\Y( | y) pY(y)

3.5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

dixy(|y) _ fry(z,y)
dz K (y)

fxv(z | y) =

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!


http://www.ei-studium.de

Formelsammlung Stochastische Signale

http://www.ei-studium.de

Erstelldatum: 29. April 2018

4 Funktionen von Zufallsvariablen

4.1 Transformation von Zufallsvariablen (univa-
riater Fall)

Fiir eine beliebig differenzierbare Funktion g gilt:

y) = fo(l’i) [ dg(j) - ]

d:z:l

fo xz

mit streng monotonen x;:

Beispiel:
Y =aX+0b (g9(x) =ax+b) mit a € R\0, b € R:

1 y—>b
o]’ <a)

Fx<$ a>0
1= Fx (452) a<o

= fy(y) =

Fy (y) =

4.2 Summe unabhingiger Zufallsvariablen

Sei Z=X+Y (X und Y stoch. unabhingig), dann gilt

oo

froxav(2) = (fx = o) (2) = / Fx(z — 9) e (w)dy

— 00

5 Stochastische Standardmodelle

5.1 Diskrete Verteilungen
5.1.1 Diskrete Gleichverteilung

1
px(w) = ﬁ,w e

5.1.2 Bernoulli- Verteilung

P wenn k =1

px(k)=<¢1—p wenn k=0

0 sonst
mit 0<p<1
Erwartungswert: EX]=p
Varianz: Var[X] = p(1 — p)

Wahrscheinlichkeitserz. F.:  Gx(z) =pz+1—p

5.1.3 Binomialverteilung

mit n € N; kE{O,l,...,n}; 0<p<i1

und ( ) k'(n k)!
Erwartungswert: E[X] = np
Varianz: Var[X] = np(1 — p)

Wabhrscheinlichkeitserz. F.:  Gx(z) = (pz+1—p)"

5.1.4 Poisson-Verteilung

P
px(]f) = ﬁe A
mit A > 0; k€N
Erwartungswert: EX] =X
Varianz: Var[X] = A

Wahrscheinlichkeitserz. Funktion: Gy (z) = e?*~1)

Ergibt sich als asymptotischer Grenzfall aus der Bi-
nomialverteilung, wenn n — oo und p — 0, sodass
A =np:

px(k) = lim B, 1 (k)

n—00 ’n

5.1.5 Geometrische Verteilung

px(k) = (1 —p)*'p
mit0<p<1l; keN

Erwartungswert: E[X] = %
Varianz: Var[X] =
Wahrscheinlichkeitserz. Funktion: Gx(z) = m

Eine geometrisch verteilte ZV X ist ged&chtnislos:

P{X>n+Ek}|{X>n})=P{X>k}), n,k e Ny

5.2 Stetige Verteilungen
5.2.1 Gleichverteilung

mit —co < a<b< oo

Erwartungswert: E[X] = GTH)
2
Varianz: Var[X] = (bzg)
Charakterist. Funktion: ¢x(w) = %
5.2.2 Exponentialverteilung
fx(x) = xe ™
mit A>0; x>0
Erwartungswert: E[X] = %
Varianz: Var[X] = %
; fon- A
Charakterist. Funktion: @x(w) = pw—ry

Eine exponentialverteilte ZV X ist ged&chtnislos:

PAX>z+&} [{X>&}) =P{X>2}), 2,20

5.2.3 Normalverteilung

_ 1 _ <m—é>2
fx(z) = We 20
mit peR; >0
Erwartungswert: EX]=pn
Varianz: Var[X] = o?
Charakterist. Funktion: ¢x(w) = eV
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Fiir eine normalverteilte ZV X schreibt man auch
X~ N(N’ 02)

Fiir den Spezialfall X ~ A(0,1) spricht man von Stan-
dardnormalverteilung:

M

1 o
P(@) = —=e"7

Es gilt auflerdem:
i)Y ~N(p,0?) = X=21(Y—p)~N(0,1)
i) X ~N(0,1) =Y =oX+ pu~ N(u,o?)
Fiir X ~ N(0,1) und Y ~ N (i, 0?) gilt:

Frin = o (L)
Fy(y) = Fx <y — #)

Sei X ~ N(px,0%) und Y ~ N(py,o0%), dann gilt fiir
Z=X+Y:

Z ~ N(ux + py,0% +0%)

5.2.4 Multivariate Normalverteilung

1z NT =Lz =
fkh”wxn($17"'axn):: —V—n ——=FC 2(1 A CT @A)

V271 y/det(C)

wobei i den Erwartungswertvektor

Hon Xn
und C die Kovarianzmatrix
C = E[X - p)(X - 1)7] = T

bezeichnet.
Analog zum univariaten Fall schreibt man auch

X~ N{(ji,C)

Fiir n paarweise unkorrelierte und gemeinsam normalver-
teilte Zufallsvariablen X1, ..., X5 gilt:

C = diaglo?, ...,03)

IIfX xz

= X1,..., X5 sind stochastisch unabhanglg!

6 Erwartungswert und Varianz

6.1 Erwartungswert diskreter reeller ZV
ux = E[X] = ZajP {X=z})= Z$px
zeQ’ zeQ’
Sei g : R — R eine reellwertige Fkt. dann gilt fiir Y = g(X)

ElgX)] = Y g(@)px(@)

zeQY

6.2 Erwartungswert stetiger Zufallsvariablen

E[X] = /OO x fx(z)dz

— 00

Sei g : R — R eine reellwertige Fkt. dann gilt fiir Y = f(X)

ey = [ " g(e) x(w)de

— 00

6.3 Eigenschaften des Erwartungswerts
Seien X, Y reelle Zufallsvariablen, «, 8 € R

i) E[aX + BY] = aE[X] + BE[Y]

iil) X <Y = E[X] < E[Y]

iii) X,Y stoch. unabhingig = E[XY] = E[X]E[Y]
E[XY] heiit Korrelation von X,Y

iv) Falls X : Q@ — R (nur nichtnegative Werte):

:/P(X>t /1—F><
0 0
o0
ZPX>I<:
k=0

6.4 Varianz und Kovarianz reeller Zufallsvariablen
oy = Var[X] = E [(X — E[X])*] = E[X?] — E[X]

Cov[X, Y] = Cov[Y, X] = E [(X — E[X])(Y — E[Y])]
= E[XY] — E[X]E[Y]

6.5 Eigenschaften von Varianz und Kovarianz
Seien X, Y, U, V reelle Zufallsvariablen, «, 8,v,6 € R
i) Var[X] = Cov[X, X]
ii) CovlaX + 3,7Y + §] = ayCov[X, Y]

iii) Cov[X+U,Y +V]
= Cov[X, Y] 4+ Cov[X, V] + Cov[U, Y] 4+ Cov[U, V]

iv) Var[aX + 8] = a?Var[X]
v) Var [é xi] - _:ﬁ:lVar[Xi] + é 5 CovlXs X,

vi) X und Y heilen unkorreliert, wenn
Cov[X,Y] = 0 & E[XY] = E[X]E[Y]

vii) X,Y sind orthogonal < E[XY] =0
viii) Sind Xg,i € {1,...,
ar {Z Xi] = > Var[X]

i=1 i=1

ix) Sind E[X?] < oo, E[Y?] < 0o, dann heif}t

n} paarweise unkorreliert, so gilt

Cov[X,Y] XY
PX,Y — —
Var[X]Var[Y]  oxoy

Korrelationskoeffizient von X und Y.

negativ korreliert px v € [—1,0)

Es gilt: ¢ unkorreliert px.y =0

positiv korreliert  px v € (0,1]
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6.6 Lineare Regression

Ziel: Approximation von Y durch Y =aX+fmito, S eR
Fehler: e=Y - Y
Optimierungsproblem:

min E[¢?] = min £ [(Y - Yﬂ

o.B o.B
jag[j] — 2(—E[XY] + aE[X? + BE[X]) £ 0
OE[?) i
25 2(—E[Y]+aE[X]+8)=0
.. Oy oy
Losung: a = XY B=E[Y]-pxy EE[X}

=V = PX,Y%(X ~ E[X]) + E[Y]

6.7 Multivariate reelle Zufallsvariablen

6.7.1 Erwartungswertvektor
X1 E[X4]
EX|=E|:|=] : |eR"
Xn E[Xn]
6.7.2 Kovarianzmatric
Cov[X, Y] = E[(X — E[X])(¥ — E[Y])"]
COV[Xl,Yl] COV[Xl,Ym]
— E .. . G Rnxm
Cov[X,, Yq] Cov[Xn, Yo
6.7.3 Korrelationsmatriz
E[X1Y1] E[X1Ym)
E[XY?] = : : € R™X™
E [XnYl] E [XnYm]

i) X und Y heiBen unkorreliert, wenn gilt
Cov[X,Y] = 0 & E[XYT] = EX]E[Y]T

ii) X und Y heifien orthogonal, wenn gilt
EXYT] =0

7 Erzeugende und charakt. Funktionen

7.1 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
X : Q — Ny diskrete, nichtnegative ZV:

Gx(z) = zx]:ipx(k;)zk, 2] <1
k=0
7.1.1 FEigenschaften
i) PUX=n}) =4 [£Gx(2)],_,» YneNg
i) E[X] = [$Gx(2)]._
iii) Var[X] = [%Gx(z)} _ —EXP+EX

Xi: Q+— Np,i € {1,...,n} stochastisch unabhéngige
diskrete nichtnegative ZV und Z = Y"1 | X;:

z) = H Gx,(2)

7.2 Momenterzeugende Funktionen

Myx(s) = E[e®]; {seR|E[e*] < oo}
=D El € (~a,0)
k=0
7.2.1 Eigenschaften
i) EX"] = [&5 Mx(s)] o "neNg

Xi : Q@ Ng, i € {1,...,n} stochastisch unabhingige
reelle ZV und Z = >"" | X;:

S) = HMXi(S)

7.3 Charakteristische Funktion

ox(w) = E[X] = /

— 00

oo

e fy (z)dx

7.3.1 Eigenschaften

i) EX"] = & [Lrex(w)],_, ¥neNg

J

Xi : Q@ Ng, i € {1,...,n} stochastisch unabhingige
reelle ZVund Z=3>"" | X

n

pz(w) = [Jox. (@)

i=1

7.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Xi, i € 1,...,n stoch. unabh. und identisch verteilte reelle
ZV, E[X;] = u, Var[X;] = 0% < o00,E[Z,)] =0, Var[Z,] = 1.

N~ X )
= ; —~
lim P({Z, < z}) = ®(z) (Standard-NV)

n—oo

Teil 11
Stochastische Prozesse

8 Reelle Zufallsfolgen

8.1 Verteilungen und Momente von Zufallsfolgen

Reelle Zufallsfolge (X; : i € N) als Folge reeller Zufallsvaria-
blen eindeutig beschrieben durch Menge aller gemeinsamen
kumulativen Verteilungsfunktionen

P({Xil < Ligy--- ;Xi'n, < xzn})

7xln) =
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Fiir den Erwartungswert und die Varianz des n-ten Ele-
ments gilt:

Autokorrelationsfolge:
Tx(k, Z) = E[kal] = ?"x(l, k)
Autokovarianzfolge:

ex(k, 1) = cov[Xe, Xi] = rx(k, 1) — px (k) px (1)

8.2 Random Walk

Mathematische Modellierung des Vorgangs, dass Teilchen
bei jedem Schritt (Schrittweite 6) mit Wahrscheinlichkeit p
bzw. 1 — p Schritt nach rechts oder links macht.

Sp=Y_X; mit P({X; = +6}) = p, P({X; = —6}) =1—p
i=1
Dann gilt

EXi] =dp—0(1—-p)=(2p—1)§
Var[X;] = E[X?] — E[X;]? = 4p(1 — p)s?

inl => EX;]=n(2p—1)
i=1 i=1

> X
i=1

E[S.] = E

n

Var[S,,] = Var = ZVar[Xi] = 4np(1 — p)o?
i=1

8.3 Stationaritidt von Zufallsfolgen

8.3.1 Stationaritdit

Folgenelemente sind invariant gegeniiber Verschiebung der
Indizes:

Fxo X, (150 Tn) = FX, g X 1 (T15 00 Tn)

8.3.2 Stationaritit im weiteren Sinne (WSS)

px(i) = px(i+k);  Vi,k €N

Tx(il,ig) = Tx(il — ig) = ’I“x(i1 + k,io + k‘); Yii,19,k € N
~——

T

Jede stationére Folge ist auch im weiteren Sinne stationér,
die Umkehrung gilt nicht!

8.4 Konvergenz reeller Zufallsfolgen

Konzepte von Konvergenz (in absteigender Stéirke):
i) X, %% X (almost surely):

P{w: lim X,(w) =X(w)}) =1

n— oo

i) X, & X (in probability):

lim P({w: [X,(w) = X(w)| >€})=0 Ve>0

n— o0

iii) X, =¥ X (in the mean square sense):

E[X2] < 0o und lim E[(X,(w) — X(w))?] =0

n—oo

iv) X, 4 X (in distribution):

lim Fx, (z) = Fx(x)

n—r oo

Niitzliche Folgerungen:

a) X, 2 X=X, B X=X, 5X
b) Xp 25 X = X, B X = X, & X

¢) P({X, <Y}) = 1¥n, E[Y?] < o0, X,, & X
= X, =X

d) X, “BL X und X, SRy
= P({X=Y}) =1

e) Xn 5 X und X, &Y
= X und Y haben gleiche Verteilung.

8.5 Markow- und Tschebyschow-Ungleichung
8.5.1 Markow-Ungleichung

E[IX]] < c0,a > 0:

E[IX]]

a

PIX] = a}) <

8.5.2 Tschebyschow-Ungleichung

Var([|X|] < o0,a > 0:

Var[X]
a2

PHIX-EX][>a}) <

8.6 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Sei (X; : i € N) eine Folge reeller, paarweise unkorrelierter
Zufallsvariablen mit beschrankter Varianz:

LS %~ EX) % 0

Fiir stochastisch unabhéngige und identisch verteilte Fol-
genelemente mit E[X;] = E[X] und Var[X;] = Var[X] < oo
gilt insbesondere:

1 n
=3 X BEX]
n =1

8.7 Das starke Gesetz der grof3en Zahlen

Sei (X; : i € N) eine Folge reeller, paarweise unkorrelierter
Zufallsvariablen mit beschrénkter Varianz:

LS~ EDX) 25 0
i=1
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9 Markowketten
abhingigkeit

und bedingte Un-

9.1 Bedingte Unabhingigkeit

A und C heiflen bedingt unabhéngig gegeben B, wenn gilt:
P(ANC|B)=P(A|B)P(C| B)

bzw.

P(A|BNC)=P(A|B)

AuBlerdem gilt dann:

diskret: pzyx(z | y,7) = pziv(z | y)
stetig:  fzyx(2 | v,2) = fzv(2 | y)

Die Kurzschreibweise hierfiir lautet: X - Y — Z

9.2 Markowketten

Eine Zufallsfolge (X,, : n € N) heifit Markowkette, falls
Vn, e Njiel,...kmit ny <--- <ny gilt:

(Xngs Xngs -« Xne_s) = Xny = Xan,
Dies entspricht der Eigenschaft
ank |Xnk71 Kng_gseesXng (Ink |Ink,1 s Lnge_gy ey Inl)
:ank [Xnp_y (mnk |mnk—1)
bzw.
ank|Xn,€71,Xnkfz,u.,)(n1 (xnk |xnk71 yLng_gy ey Tn,)

:fxnk |Xnk71 (xnk |xnk—1 )
9.2.1 Zustandsiiberginge
Zustandsiibergangswahrscheinlichkeit:

pxn\xn—l(‘rn | xnfl)
n
PXy,.... X, (x17 ceey x'n) = DX, (fL'l) prip(i—l ($i|$i71)

=2

Zustandsiibergangsdichte:

fxn\xn—l (xn | xnfl)

e xo (@1, s 2n) = fx, (21) H Ixaxio (@ilziz1)

=2

Eine Markowkette heifit homogen, wenn gilt:

PXor1 X (Tt | Tn) = DXy Xosr (@1 [ Tn) nENn+keN

an+1|Xn (gjn-i'l | xn) = an+1+k|Xn+k (xn-i-l | xﬂ) ne Na n+keN a>

Kompakte Schreibweise fiir homogene Markowketten:

Pij Exax, (G 1) neEN, &,§eX

9.2.2 Chapman-Kolmogorow-Gleichung
m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit /-dichte:

PXoim|Xn (Tpym | n)

Pt X (Tntm | Tn)

Eine 2-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit wird wie folgt
berechnet:

PXpi2|Xn ($n+2 \In) = Z:pxnmxn+1 (In+2 |5)Pxn+1 [Xr (§|xn)
€ex

Fiir den Fall von homogenen Markowketten mit endlichem
Zustandsraum gilt:

?n—i—m = Hm?n

9.2.3 Markowketten mit endlichem Zustandsraum

px,. (1)
B X, (T2) -
Pn £ : € [Oa ]-]N mit [pn]Z = PXn (:L'Z)
px, (TN)
["Jbergangsmatrix:
P11 e PIN
o= : - e [0,
PN1 PNN

Spaltensumme muss immer 1 ergeben!

D1 =Hp, neN
ﬁn—i—m = Hmﬁn n,m &< N

Ubergangsgraph: (Random Walk auf einem Kreis)

Eine Verteilung heifit stationér, wenn gilt:

?oo = H—>oo

10 Zufallsprozesse

Reeller Zufallsprozess: X; : 2 — R, t € R
= Zufallsfolge ist ein diskreter Zufallsprozess

10.1 Ensemble und Musterfunktion

Moglichkeiten der Interpretation eines Zufallsprozesses:

als Ensemble einer nicht abzdhlbaren Menge von Zu-
fallsvariablen X; mit ¢t € R

b) Schar von Musterfunktionen X;(w) : R — R, ¢ +—
X¢(w) als deterministische Funktion von ¢ mit einem
gegebenen Ereignis w €
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10.2 Verteilungen und Momente

a) Erwartungswertfunktion

px(t) = E[X{]
b) Autokorrelationsfunktion
rx(s,t) = E[XsX¢] = rx(t, s)
¢) Autokovarianzfunktion
ex(s,t) = cov(Xg, Xt) = rx(s,t) — ux(s)ux(t)

10.3 Wiener-Prozess (ist kein Z#ihlprozess!)

Addition/Subtraktion eines zufilligen Wertes je infinitesi-
malem Zeitintervall.
Der Zufallsprozess (S; : t € Ry) mit S; ~ N(0,02t) heifit
Wiener-Prozess.
Sp = [Stlt=nt; n—00,T =0
[ESe]l;—nr = E[Sn] =0

Var[S.]],_.p = Var[S,] = né® = HJ 5% = 02t mit 6 = Vo?T

Die Varianz der Normalverteilung ist hier also zeitabhéngig:

fo. () = —— =), teRr
X)) = ex —
S 27T0‘2t P 20’2t ) +

10.3.1 FEigenschaften des Wiener-Prozesses

Sei (W; :t € Ry) mit o > 0 ein Wiener-Prozess, dann gilt:
a) P{Wo = 0}) = 1 (Wiener-Prozess startet stets im
Koordinatenursprung)
b) (W, :t € Ry) hat unabhéngige Inkremente
c) Wy — W, ~ N(0,02%(t —s)) VO< s <t
d) Wi(w) ist stetige Musterfunktion mit Wahrscheinlich-
keit 1

e) Erwartungswertfunktion
pw () = E[W¢] = E[W; — Wo] =0
f) Autokorrelationsfunktion
rw(s,t) = cw(s,t) = o® min{s, t}
10.4 Poisson-Prozess (Zihlprozess, N; : t € R})

Das Zeitintervall bis zur néchsten Inkrementierung ist im-
mer identisch exponentialverteilt.
Die Inkremente der ZV X; — X, sind Poisson-verteilt:

_ o M(t-s) [Ax(t —s)|"

X, —v, (1) ] ; n €Ny
Konstruktion
Ne=> ut—T), Ti=> X,
i=1 j=1
‘Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
i ,
fr.(t) = tile™ >0

(t—1)!
Wahrscheinlichkeit, dass bis zum Zeitpunkt ¢ genau n
zuféllige Inkrementierungen stattgefunden haben:

PN, = n}) = 0 o

neN,te Ry

10.4.1 FEigenschaften des Poisson-Prozesses

a) Erwartungswertfunktion
un(t) = E[N;] = E[N; — No] = At
b) Autokorrelationsfunktion

TN(tl,tQ) = E[NthtQ] = )\min{tl,tg} -+ )\2t1t2

¢) Autokovarianzfolge

en(ti, t2) = Cov[Ny, , Ny, | = rn(ti, t2) — pnv (1) pw (t2)
= )\mil’l{tl,tz}

d) Musterfunktion des ~ ist Zahlfunktion
(f(0) = 0, f monoton steigend = Ny > Ny gilt im-
mer!)

10.5 Kilassifikation reeller Zufallsprozesse

FEigenschaften eines einzelnen Zufallsprozesses

i) Stationaritit eines ZP

Fxtl ;~~7th ($17 T .'En) = Fxt1+sy'~~)xtn+s ($17 e ZCn)

V[z1, o wn) €RY [ty 1] €R", s €RneER
ii) Stationaritit im weiteren Sinne (WSS)

px(t) = px(t+s); Vt,seR
rx(t1,t2) = rx(t1 + s,t2 +8) = rx(t1 — t2) = rx(—7)

T

Stationaritét = Stationaritét im weiteren Sinne (Um-
kehrung gilt nicht!).

iii) Zyklische WSS Fiir periodische px(t) und rx(t1,t2)
mit T' > 0 gilt:
vte R

th, ta €R

px(t) = px(t + 1)
rx(t1,t2) = rx(t1 +T,t2 + 1)

aus WSS = zyklische WSS

FEigenschaften von zwei Zufallsprozessen

Seien (X; : t € R) und (Y¢ : t € R) zwei ZP auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum

i) Gemeinsame Stationaritit
X; und Yy sind zwei reelle jeweils selbst stationédre ZP
und ihre gemeinsamen Verteilungen verschiebungsin-
variant.

ii) Kreuzkorrelationsfunktion
rx,y(s,t) = E[XsY¢] = ry x (¢, s)
iii) Kreuzkovarianzfunktion
exy(s,t) = rxy(s,t) = px(s)py (t) = v x(t, 5)

iv) Gemeinsame Stationaritit im weiteren Sinne
X¢ und Y, sind zwei reelle jeweils selbst im weiteren
Sinne stationéire ZP und es gilt

T'X,y(tl,tg) = TX,Y(tl + 5,12 + S) th,tg, seR
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v) Stochastische Unabhingigkeit

vi) Stochastische Unkorreliertheit

exy(s,t) =0 rxv(s,t) = ux(s)py(t) Vs,teR

vii) Stochastische Orthogonalitit

rxv(s,t) =0 Vs, teR

10.6 Eigenschaften der Auto- und Kreuzkorrelati-
onsfunktion von gemeinsam WSS Zufallspro-
zessen

(1) < rx(0)

Irx,v (T)] < /rx(0)ry(0)

rx(7) = rx(—7) (AKF gerade, achsensymm.)
aTRxa >0
[Rx}k,l = Tx(tk — tl) Vtk,tl S R, acR"

10.7 Leistungsdichtespektrum reeller WSS Zu-
fallsprozesse

— existiert nur fiir WSS Zufallsprozesse!

oo

Sx(f) = /TX(T)e*jzﬂfT dr

— 00

(Wiener-Chintschin-Theorem)

Eigenschaften
Sx(f) = Sx(f) VfeR
Sx(f) = Sx(=f) VfER

7 Sx(f) df =rx(0) = o% + pix = E[X?]
- Sx(f) 20 VfER

11 Zufallsprozesse und lineare Systeme

11.1 Lineare zeitinvariante Systeme

Beschreibung eines LTI-Systems durch Impulsantwort:

11.2 Erwartungswert- und Korrelationsfunktio-
nen

Ausgang eines mit dem Zufallsprozess X; beaufschlagten
linearen Systems ist wieder ein Zufallsprozess:

oo oo
Y, = / h(t —7)X, dt = / h(T)X¢_y dt
—oo —o0

Bei Filterung eines WSS Zufallsprozesses X; mit einem LTI-
System sind X; und der gefilterte Zufallsprozess Y; gemein-
sam WSS. Dann gilt:

i) Erwartungswertfunktion

ny = /Lx/ h(t) dt

—o00
ii) Kreuzkorrelationsfunktion

ry x(7) = (hxrx x)(1) = (h*rx)(7)

rxy(7) = (hxrx)(—7) = (h*rx)(7)
iii) Autokorrelationsfunktion

rv(T) = (ﬁ xh*rx)(T) mit iL(T) = h(—7)

11.3 Leistungsdichtespektren

Leistungsdichtespektrum ist die Fourier-Transformierte der
entsprechenden Korrelationsfunktion, folglich gilt:

v (1) o Sy(f)
Ty x(7) °=* Sy x(f)
Ty x(=7) °—* 55 x(f)

Leistungsdichtespektrum der

i) Autokorrelationsfunktion
Sv(f) = [H()*Sx(f)

ii) Kreuzkorrelationsfunktion

Sy x(f) = H(f)Sx(f)
Sx,y(f) = H"(f)Sx(f)

Diese Formelsammlung ist eine iiberarbeitete und erwei-
terte Version der ”Stochastische Signale Formelsammlung”
von Tobias Grabmeier (Originalversion 2011-07-02), Se-
bastian Krosche (Version 2012-02-09), Johannes Pickart
(Version 2013-02-13).

Lizenz: CC BY-NC-SA 3.0
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.

vy =e00 = [ ne-meear= [ n@e-ryar 0/l

Im Frequenzraum gilt dann folglich:
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