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Teil 1
Mathematik 3

1 Integration in mehreren Variablen

1.1 Allgemeine Rechenregel (Linearitiit)

Jtr+sgis=a [ras+s [gas

w

1.2 Kurvenintegrale /| Wegintegrale
1.2.1 Wegintegral iiber stetiges Skalarfeld

Sei D C R™ offen, w : I = [a,b] — D eine differenzierbare
Kurve und f: D — R ein stetiges Skalarfeld, dann heif3t

/f %,/g ) w0t mm

das Kurvenintegral von f entlang von w.

1.2.2 Wegintegral iiber stetiges Vektorfeld

Sei E C R™ offen, w : I = [a,b] — D eine differenzierbare
Kurve und v : D — R"™ ein stetiges Vektorfeld, dann heifit

b
/Q@MI:/ﬁmw»mewmuw

w’(t)
—_———
dx

das Kurvenintegral von v entlang von w.

mit dem Tangenteneinheitsvektor

1
T = @l

1.2.8 Potentialfelder (Gradientenfelder)

w'(t)

Definitionen:

e Eine Menge D C R" heifit wegzusammenhingend,
falls es zu je zwei Punkten z,y aus D eine Kurve w :
[a,b] = D mit w(a) =z und w(b) =y gibt.

e Eine wegzusammenhingende Menge D C R"™ heifit
einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene
doppelpunktfreie Kurve in D stetig auf einen Punkt in
D zusammengezogen werden kann, ohne dass D ver-
lassen wird.

e ¢ C R" heiflit Gebiet, falls G offen und zusam-
menhéngend ist.

e G C R” heifit konvex, falls mit je zwei Punkten p,q €
G auch die Strecke zwischen p und g ganz in G liegt.

e Sei C € R"™ eine offene und wegzusammenhéngende
Menge. Fin stetiges Vektorfeld f : D — R™ heifit kon-
servativ, Potentialfeld oder Gradientenfeld, wenn
es ein Skalarfeld F': D — R gibt mit

f(z) =VF(z) fur allex € D

In diesem Fall heifit F' Stammfunktion und U = — F
eine Potentialfunktion von f.

Sei D C R” eine wegzusammenhéngende offene Menge und
sei f: D — R" ein stetiges Vektorfeld, dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

e f ist ein Gradientenfeld

e Fiir alle stetig differenzierbaren Kurven w in D héngt

das Kurvenintegral f f dx nur vom Anfangs- und End-
punkt von w ab.

e Fiir alle geschlossenen stetig differenzierbaren Kurven

win D gilt
ffd:czo

Uberpriifung auf Gradientenfeld:

Sei D C R” eine offene, einfach zusammenhéngende Menge
und sei f: D — R"” ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dieses Vektorfeld ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn
die sogenannte Integrabilitidtsbedingung

Ji(x) = Jp(x)T fir allex € D
bzw.

O [i(x) = Op, fi(z) fiir alle1 <i,j <n

oder
rot(f(z)) =0 fiir allex € D im R3

erfiillt ist.

Hauptsatz iiber Kurvenintegrale:

Sei G C R™ Gebiet, v : G — R” stetiges Gradientenfeld mit
Stammfunktion F', dann gilt fiir jede stiickweise regulére
Kurve w:

/v dx = F(w(b)) — F(w(a))
Berechnung einer Stammfunktion (hier im R3):
'Ul(l'l, T2, 1:3)

vo(x1, T2, T3) das Gradienten-
1)3($1, Z2, 333)

Sei wv(x1,xe,23) =

feld.
Dann berechnet sich die Stammfunktion wie folgt:

1) vy nach z; integrieren
= Integrationskostante C(z2,x3)

2) Das Ergebnis F der Integration partiell nach o
ableiten und mit vy gleichsetzen = Gleichung fiir
0z,C(x2,23) in der z7 herausfallen muss.

3) Gleichung C,,(x2,x3) = ... nach z2 integrieren
= C(xg,xg) =..+ C(l’g)

4) Ergebnis in F einsetzen und partiell nach x3 ableiten...

1.3 Mehrfachintegration iiber Skalarfeld entlang
von Koordinatenlinien

1.3.1 Allgemein

Definitionen:

e B C R” heifit kompakt oder Kompaktum, falls B
abgeschlossen und beschrankt ist.
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e Sei B C R™ Kompaktum. B heifit messbar, falls F' =
J1dV existiert.
B

e Ein Kompaktum B C R" heifit Nullmenge, falls
F(B)=0
e Kompaktum B C R"™ messbar < 0B ist Nullmenge

Satz:
Jedes f € CY(B) auf einem messbaren Kompaktum
B C R" ist integrierbar.

Mittelwertsatz:
Sei f integrierbar iiber einem messbaren Kompaktum
B CR™ Sei m = inf (f), M = sup(f).

z€B z€EB

Dann gilt
m-F(B)S/fdx§M~F(B)
B

Falls B zusammenhéngend, dann existiert ein (21, ...
B, sodass gilt:

,Tn) €

/f dx = f(x1,...,2n) - F(B)

1.3.2 Integration tiber Normalbereich

Der Normalbereich B ist wie folgt definiert:

B={(x1,22,....zn)" 1 g1 <31 < by Aga(m1) < 22 < ho(21)
Ao A Gn(@1, ooy 1) < @y < h(21, 0y Tpe1)}

mit f: B — R und g, h stetig.

Das Integral von f iiber B berechnet sich dann wie
folgt:

hi h2(z1)  hn(z1,.mn-1)

/fd:z::/ / / F(@1y ey 20)dT...d2
B

91 g2(z1) gn(T1,sTn—1)

1.3.3 Koordinatentransformation im R"
Voraussetzungen:
e G und G* sind Gebiete im R"

e T : G* — G bijektiv und stetig differenzierbar
o det(Jr(u)) #0Vu e G*

Es gilt:
1 g1 (U1, ey Up)

Tn gn(ula---aun)

Die Funktionalmatrix von T : G* — G lautet dann:

Zylinderkoordinaten:
Mit 0 < 7,0 < p <27 gilt

x - cos(p)
T(rip,2) = |y | = |7 sin(p)
z z
0(z,y.2) _
arp.2)
Kugelkoordinaten:
Mitogr,ogwg%,—ggegggﬂt
x r - cos(p)cos(0)
T(r,0,0) = |y | = [+ sin(@)cos(0)
z r - sin(6)

=T cos

o(r,p,0)

Elliptische Koordinaten
Mit 0 < 7,0 < p <27 gilt

e = (2) = (311249

a(‘r’yaz) 2 (9)

Iz,

(z,9) =a-b-r
a(r, )

Komposition von Transformationen:

Es gilt
det(Jg o Jp) = det(Js) - det(Jr)
Transformationsformel:

Sei B* eine messbare kompakte Teilmenge von G*, dann
gilt

/ f(a) de = / F(T(w))|det(J)|du
B B*

1.4 Parameterabhingige Integrale

Seite I CR,f: BCR"— R, wobei f fiir jedes festge-
haltene ¢ integrierbar sein muss und sei

F(t)y= [ f(z,t)dx
/

Dann ist auch F' in I stetig.
Seien f € C*(B x I), % € C(B x I), dann ist F € C! und
es gilt:

dF [df(e,t), d
E_/ o dx—dt/f(a:,t)dz

B B

1.4.1 Variable Integrationsgrenzen

991 991
duy " Oun Seit € I CR, sei B C R™ ein Bereich, der alle Punkte (x, t)
Jr(u)=1 oo enthilt, fiir die (t) < z < ¥(t) gilt, sei p, € CH(I), f €
Ogn .. Qm CY(B), % € C(B) und sei
Die Funktionaldeterminante ist definiert als ¥(t)
) s T Ft:/famtdx
(21, .y ):det(JT) (t) (z,t)
8(U1, aun) w(t)
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dann existieren 2£. 2F ynd %

5% Op und es gilt

dF _ OF OF dp  OF di

dt ot dp  dt oy dt
~~ ~~
—f(e(t):t) F((#),t)

Leibniz-Regel:

p(t)
dF of(x, d
Efi/J%ﬁmfﬂmmw£+ﬂwmw
»(t)

dy
dt

1.5 Flichenintegrale
1.5.1 Fldchenstiick

Sei D C R? offen und messbar, f : D — R3, f € C'(D)
und gelte Rang(f’) =2 V(u,v)" € D.
Dann heifit f(D) Flichenstiick F' im R3.

Sei 5 5
X v X
fuzgi: oY ;fvzg—fz 0,Y
u WA v 0uZ

Oy X 0, X

f(u,v) = Jp(u,v) = [ 0,Y  8,Y

OuZ  0u7Z

Falls Rang(f') = 2:

= fu, fo linear unabhingig < f, X f, #0

1.5.2 Tangentialebene von F im Punkt (a:o,yo,zo)T

Die Tangentialebene wird fiir A, u € R wie folgt beschrie-

ben:
x To A
vyl =% +Jf(uo,vo)'< >
z 20 K
bzw.
X Zo
y| =1 | +Mfuluo,vo)+ pfo(uo,vo)
z Z0

1.5.3 Tangentialvektor von K im Punkt (zo,yo,z0)"

e (1) == (0)

und sei

Dann wird der Tangentialvektor von K an der Stelle
(z0, 10, 20)" € F wie folgt beschrieben:

&(t) = Jr(7(t))¥(t) € Tangentialebene

1.5.4 Einheitsnormalenvektor

Fiir g = f(ug,v0) € F gilt

n(xg) = Jul(@0) X fulwo) . n L Tangentialebene

B |fu<x0) X fv(xO)"

1.5.5 Parametertransformationen

Definitionen:

LI :7E — G heifit Diffeomorphismus, wenn ¢ €
C'(D), ¢ eindeutig umkehrbar (bijektiv) und ¢~" €
C'(G)

e Sei F' ein Flichenstiick. Die Parameterdarstellung g :
G — R von F heifit dquivalent zur Parameterdarstel-

lung f: D — R von F (kurz g ~ f), wenn g = f o
gilt, wobei ¢ ein Diffeomorphismus mit det(¢’) > 0 ist.

e Ein Flichenstiick heifit doppelpunktfrei (injektiv),
falls f : D — R? injektiv ist.
Alle doppelpunktfreien Fldchen haben genau 2 Orien-
tierungen.

e Eine Fliche ist eine Vereinigung endlich vieler in-
jektiver Fléchenstiicke, wobei je zwei Fldchenstiicke
hochstens Randpunkte gemeinsam haben.

1.5.6 Fldchenintegral

Sei F: f : D — R3 ein injektives Flichenstiick. Dann gilt

mm://mz//mxmmm
F D

Grundlegende Eigenschaften:
Seien F, F' disjunkt, dann gilt

o Additivitit: A(FUF) = A(F) + A(F)
e Monotonie: F C F' = A(F) < A(F)

e Bewegungsinvarianz:
Sei 8 Bewegung (Translation, Rotation, Spiegelung)
= A(B(F)) = A(F)

e Normierung: @ = [0,1] x [0,1] x {0} : A(Q) =1

1.5.7 Flidchenintegral 1. Art

Sei F: f: D — R3 ein injektives Flichenstiick, F C A C
R3 und sei G : A — R stetig, dann gilt

[ [eaa= [ [t < sl
F D

1.5.8 Flidchenintegral 2. Art

Sei F: f: D — R3 ein injektives Flichenstiick, F C A C
R3 und sei v : A D F — R3 ein stetiges Vektorfeld, dann

gilt
[ =] [ e et

d
Ju X fo
do = ———||fu X fol||dudv
|[fu X fol | ~——
%,—/ dA
ng
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1.5.9 Transformationsformel fiir Fldichenintegrale 2.
Art

Sei F': f: D — R? ein injektives Flichenstiick, F C A C
R3, sei v : A DO F — R? ein stetiges Vektorfeld und sei
S : R? — R? ein Diffeomorphismus mit

F*a® = S(x) = S(f(u,v))

/F/vda:/F[v*da*

_ Js(57 (@)
det(J5(S (@)

dann gilt

mit

v*(z™)

u(S7Ha))

1.6 Integralsitze

Definition (Bereich):
Sei B C R3 kompakt. B h(ilﬁt Bereich mit stiickweise
glattem Rand, wenn B = By (By C R? offen) und 9B =

F;, wobei F; Flichenstiicke sind.
=1

1.6.1 Integralsatz von Gaujfl

Sei B C R? ein Bereich mit stiickweise glattem Rand und
sei v € C1(B) ein Vektorfeld, dann gilt

/’U do = /div(v)dV

0B B

1.6.2 Integralsatz von Gauf im R?

Sei D ein beschriinktes Gebiet im R? mit stiickweise glattem
Rand (stiickweise C1-Kurve) K : v = (y1,72)7,7 : [a,b] —
R? und sei v : D — R? ein C'-Vektorfeld, dann berechnet
sich der Fluss v durch den Rand wie folgt:

]Z{UT ‘nds= /D/div(v)dF
/bv(fy(t)) <_7§1(2)) dt = // (22 + gZ) dF
— D

n|[y(0)]]dt
————

ds
Leibnizsche Sektorformel:
b
[ @izt = rateyia(oyi

a

F(G) =

N | =

1.6.3 Integralsatz von Green im R?

Seien die Bedingungen wie zuvor, dann berechnet sich der
Fluss v entlang des Randes wie folgt:

ov ov
T _ 2 _ 1
7{1} dm—//(axl a@)dF
K D

N.B.

Gaufy’scher und Green’scher Satz gelten auch fiir Gebiete

i=1

(3

1.7 1. Green’sche Formel

Sei B C R3 ein Kompaktum mit abschnittsweise glattem
Rand und seien ¢ € C1(B) ein Skalarfeld und v € C1(G)
ein Vektorfeld, dann gilt

//(p-vdaz/(Vgp-v—l—<p~Vv)dV
0B B

1.7.1 Gauf3’scher Satz fiir Skalarfelder

Definition:
B C R? heift Gauf’scher Bereich, wenn fiir alle
v € CY(B) der Gauf¥’sche Integralsatz gilt.

Sei B : GauB’scher Bereich, ¢ € C!(B) ein Skalar-

feld, dann gilt
//g0~n~dA:/V<pdV
0B do B

1.7.2 Satz von Stokes

Sei F : stiickweise glatt berandet, v € CI(M),F C M C

R3, dann gilt
%v dx = //rot(v)da
F

OF

Folgerung:
Sei M C R3 und B € M ein GauB’scher Bereich mit
stiickweise glattem Rand, dann gilt

//rot(v)da =0
OB
N .B.

Im R? gilt: "Green = Gaufl = Stokes”

1.8 Vektorpotential

Definition:

G C R” heifit sternférmig, wenn ein g € G existiert,
sodass jeder andere Punkt x € G sich geradlinig in G mit
xo verbinden lasst.

Satz:
Sei G C R? sternférmig und v € C*(G), dann gilt:

div(v) =0« Ja € CHG) : v =rot(a)

Das Vektorpotential berechnet sich dann wie folgt:

a(z) = [ t-v(zo+t(x —x0)) X (x — x0)dt
/

Alle Vektorpotentiale von v haben die Form
a + grad(y)

wobei p € C%(G) ein beliebiges Skalarfeld ist.

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!
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1.9 Helmholtz’scher Zerlegungssatz
Sei G ein beschriinktes Gebiet im R und v € C?(G), dann
existiert ein ¢ € C1(G) und ein a € C1(G), sodass gilt:

v =V +rot(a)

2 Integraltransformationen

2.1 Grundlagen
2.1.1 Skalarprodukt

Sei V' ein Vektorraum iiber C.
Eine Abbildung (z,y) € V x V — (z,y) € C ist ein Skalar-
produkt, falls fiir alle z,y,z € V und «a € C gilt:

1)
2)

z,z) > 0Vz # 0 und (0,0) =0
az,y) = a(z,y)
ay) = ale,y)

r+y,z) = (x,2)+(y,2)
T,y +2) = (x,y) +(z,2)

4) (&,y) = (y, )

Eigenschaften:

3)

(
(o
(
(
(
(z,

1) Skalarprodukt ist Orthogonalitdtsmaf

x Ly, falls (x,y) =0

2) Zugehorige Norm
|zl = [l=]lo = v/ (2, )

3) Seien v, ...,v, € V orthogonal, d.h. (v;,v;) = 0 fur
i # 7, dann gilt

o1+ . 4 ol |* = [0l + oo o+ o]

4) Seien w1, ...,y € V orthonormal, d.h. (v;,v;) = &;5,
dann gilt fir v1,...,ym € C

||71U1 + ...+ 'YmUmHQ = "Yl|2 + ...+ |’YM|2

5) Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(@, o) < ] - [lyl| Ve, y € V

2.1.2 Hilbertraum

Definition:

Ein Vektorraum H mit Skalarprodukt, der vollstindig (d.h.
jede Cauchy-Folge konvergiert in H) ist, heifit Hilber-
traum.

2.1.3 Orthonormalsystem

Definition:

Sei H ein Hilbertraum.

Ein System (e;;)jcr mit e; € H heifit Orthonormalystem
(ONS), falls

<€i,€j> = (51‘]‘ VZ,] el

und vollsténdig, falls

T = Z(x,e])ej

jeI

Ve e H

Lemma:
Sei H: Hilbertraum und (e;)j € I ein vollstdndiges ONS,
dann gilt fiir die orthogonale Projektion Sy (Fourier-

Summe):
Sy =Y (z.¢)e
71N
und
(x — Sn) L span{e; : |j| < N}
Somit gilt

[lzll* = (1SN + [la = Sw?
und insbesondere die Bessel’sche Ungleichung:
lzll* > |ISwlI?
2.1.4 Dirac-Distribution - Rechenregeln
o | f(®)dt—to)dt = f(to)
— o0
o 0(t) =5 [ eFldw; f(w) =5 [ eFidt

00 ) o0
.« L ekt — SN 5t —nTy)

k=—o00 n=-—0oo
oo ) oo

o Y el =y Y §(w— kw)

n=—oo k=—o0
o f(t)xd(t—1to) = f(t—to)
2.1.5 Sonstiges
i _ ,—ix T —ix

sin(x) = ¢ 22,6 ; cos(x) = ¢ J;e

2.2 Fourier-Reihe

Sei V. ={f:(0,T) — C,stiickweise stetig} bzw.
V ={f:R — C, T-periodisch, stiickweise stetig} und gelte
a, B € C, dann ist das Skalarprodukt von f,g € V wie folgt

definiert: )
9 =7 [ Hat
T

171 =7 [ 1 Par
T

Die Fourier-Basis (ONS) ist wie folgt definiert:

ikw 27
ep, = ekt k‘EZ,(.U:?

2.2.1 Fourier-Analyse

Bei der Fourier-Analyse wird der Zeitbereich in ein Fre-
quenzbereich (Spektrum von f) iiberfiihrt.

/f —zkwtdt
N.B.

Falls z.B. T = 27 gewéhlt wird und die Funktion f(¢) sogar
m-periodisch ist, dann gilt ¢, = 0 fiir alle ungeraden k.

fo—e (Ck)keZ = f7 ek
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2.2.2 Fourier-Synthese e Verschiebung im Zeitbereich (Phasenverschiebung)
Bei der Fourier-Synthese wird der Frequenzbereich in den f(t + a)o—e(ethwe
Zeitbereich iiberfiihrt.

ck)kez; @ €R

‘ e Verschiebung im Spektralbereich
(ci)reze—of = Y (fren)en(t) =Y cpe’™ M f (o

(ckfn)keZ
kEZ kEZ

e Symmetrien

_ fgerade:f(%-&-t);f(%_ﬂ

2.2.3 Reelle Darstellung

Falls f reellwertig, dann gilt ¢; = c_g. Die reelle Darstel-

lung lautet wie folgt: Ck = C=k
T
Bl
4
ft)= =+ Zak cos(kwt) +;bk sin(kwt) ag = /f(t) cos(kwt)dt
0
gerader Anteil ungerader Anteil bk =0
Fiir die Koeffizienten gilt: - [ ungerade: f (% +t)=—f (% —t)
2 Cp = —C_k
ax = 2Rel(ci) = = / F(t) cos(kwt)dt .,
r %
9 4
b = ~20m(cr) = 2 / F(#) sin(keot)dt =7 [ f(t)sin(kwt)d
7 0
an — b e Ableitung
cx = % fir k>0 Sei f stetig, f’ stiickweise stetig, dann gilt
f/(t)O—C(iwk‘Ck)keZ
2.2.4 Konvergenz von Sy
. ) . L . ] e Stammfunktion
S?l [+ R — C stiickweise st.etlg diffbar (mit nur endlich Sei f stiickweise stetig und ¢p = 0 (sonst ist die Stamm-
vielen Sprungstellen), dann gilt: funktion nicht periodisch), dann gilt
e Sy konvergiert fiir alle t € R ¢ L ke 7\ {0}
e Sy konvergiert gleichméfBig auf jedem abgeschlossenen F(t) = / f(r)dro—e T
Intervall ohne Sprungstelle 5 T of tf(t)dt k=0

e An den Sprungstellen gilt . i
e GrofBlenordnung der Fourierkoeffizienten

o Sp(t) = w o f s 07D stetig, £(™) stiickweise stetig

o Gibbs-Phinomen:

M <
Sn schwingt fiir N — oo stets um ca. 18% iiber. >0 ek

M

[k
Sonderfall: f € C*

2.2.5 Rechenregeln M

Seien f,g : R — C stiickweise stetig diffbar und T- = ¥m IM = M(m) : ei| <

periodisch, dann gelten fiir
e Periodische Faltung

fo—e(ck)rez go—o(dy)kez
(f*9)( /f (t = 7)g(T)dro—e(crdi)rez
folgende Rechenregeln:
e Linearitit (o, 3 € C) 2.2.6 Rechenregeln / Eigenschaften von Faltung
of + Bgo—e(acy, + Bdy)kez o Kommutativitat
frg=gxf
e Konjugation
TH(ﬂ)keZ e Linearitat

e Zeitumkehr hx(af +Bg) = a(h* f) + B(hxg)

f(=t)o—e(c_k)rez e Glattung: f, g stiickweise stetig = f * g stetig
o Anderung der Zeitskala e Symmetrieeigenschaften:

t)o—e . 0 - gerade Fkt. * gerade Fkt. = gerade Fkt.
f(,y ) (Ck)kEZa v > _ ungerade Fkt * ungerade Fkt. = gerade Fkt.
Periode: % - ungerade Fkt * gerade Fkt. = ungerade Fkt.
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2.2.7 Hiufig verwendete Funktionen e Formel von Plancherel

70 f(1)]?dt = % 7 |F(w)[?dw

Sédgezahnfunktion:

2.4.2 Analyse
0 k- 4 Y
FTE k£0 i -
fo—erw) = [ fear
2.3 Diskrete Fourier-Transformation o
Es gilt 2.4.83 Synthese
n—1
1 kL 7
Cp R — ) 1 i
" ; Jo-wn F(w)e—of(t) = o / F(w)e™tdw
mit wn:e_% und £k =0,1,...,n—1. -
In Matrix-Schreibweise lautet die diskrete F'T 2.4.4 Rechenregeln
Co Jo Fiir fo—eF, go—e(G sowie «, 8 € C und ¢ # 0 gelten fol-
€1 _ lM fi gende Rechenregeln:
: " ; : e Linearitét
Cn—1 n—1 F G
~ af + fgo—eaF + 3
¢ ! e Konjugation B
mit fo—eF(—w)
1 1 1 1 1 e Skalierung
2 3 n—1 1
1wy, wy, wy, 62(1.?”_1) f(ctyo—e—F (f)
M=|1 w2 wih w$ wWn c] ¢
: : : ) e Verschiebung im Zeitbereich
n—1 , (n=1)2  (n—1):3 (n—1)(n—1) _
1w W, Wn e Wn £t —a) =90 P ()
2.3.1 Trigonometrische Interpolation e Verschiebung im Frequenzbereich
Aufgabe: iat,  of
Finde zu gegebenen Daten (#;,f;) mit ¢ = 27“,1 = € (w—a)
0,1,...,n — 1 ein trigonometrisches Polynom mit .
e Symmetrien
n—1
p(t) = Zpkeikt - f gerade o—eF(w) gerade
k=0 - f gerade o—eF(w) =2 [ f(t) cos(wt)dt
sodass p(t;) = fi V1 0
pla) = i - f ungerade o—eF(w) ungerade
Lo tp=2¢ o0
= Losung:p=¢ - f ungerade o—eF(w) = —2i [ f(t) sin(wt)dt
NB. - "
LM, ist unitéir, d.h. MT M, =nl = fgo—eRe(F(w)) bzw. f,o—eilm(F(w))
1 e Ableitung im Zeitbereich
= (M,?) =—-M, S erfiillt 1) und 3), f stetig
n
. . flo—eiwF(w)
2.4 Fourier-Transformation (FT)
2.4.1 Voraussetzungen e Ableitung im Frequenzbereich
tf(t) erfiillt 1), 2), 3
1) f stiickweise stetig diffbar F(#) erfiillt 1), 2), 3)
2) An Sprungstelle gilt: f(t) = % —itf(t)o—eF'(w)
3) 7’0 |f(t)|dt < o e Integration im Zeitbereich
5o .
Unter diesen Voraussetzungen gilt / f(T)dTO—.,iF(UJ) + TF(0)8(w)
iw

e F(w) ist beschrinkt und stetig
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e Integration im Frequenzbereich

w

% F() + 7 £(0)5(t)o—e / F(9)d0

— 00

e Groflenordnung von F(w)
o f s, fD stetig, £V stiickweise stetig

|F(w)| =0 <wln> ;W — 00

e Dualitatsprinzip

fecn, T iemf(b)dt < oo

[(—it)™ f (1)) o—e(iw)" F™ (w)

e Faltung
feg= / £(t — 7)g(r)dro—eF (w)G(w)

e Modulation

F(t)g(jo—es-F(w)  G(w)

f(@®) cos(wot)O—O% [F(w+ wy) + F(w — wp)]

o Korrelation

oo

/ F(7)g(t + 7)dro—eF* ()G (w)

— 0o
2.4.5 Zusammenhang FR < FT

f+rT)=f(t); rel

[ fw) firte{T}
f(t)_{o fiir t ¢ {T}

éT~ck:F(kw)

2.4.6 Lineare Differentialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten

Sei folgende DGL gegeben:
ant™ (t) 4+ an 12"V (1) 4 .+ a1z’ (t) + agz(t) = f(t)
Ansatz zum Losen der homogenen DGL:
z(t) = eM

Sei xp,(t) die allgemeine Losung der homogenen und x,(¢)
die partikuldre Losung der inhomogenen DGL, dann gilt:

w(t) = wn(t) + xp(t)
Bestimmen der partikuldren Losung mittels FT:
ft)o—eF(w);  w(t)o—eX(w)

[an (i)™ + @1 (i)™ + ... 4 a1 (iw) + ag] X (w) = F(w)

1

X(w) = F
@) A (i)™ + ap—1 (fw)" "t + ... 4+ a1 (iw) + ao ()
H(w)

1 r wwt
H(w)e—o0h(t) = o H(w)e*™" dw
T
= 5ylt) = )+ £ = [ F(he - r)dr
2.5 Laplace-Transformation
Eine Funktion f : [0,00) — R heiit Laplace-

transformierbar, falls das uneigentliche Integral
LU O} = F(s) = [ e riods
0

fir ein s € R existiert. In diesem Fall heifit F(s) die
Laplace-Transformierte von f(¢):

ft)o—eF(s)

2.5.1 Existenz und Eindeutigkeit

Sei f:[0,00) — R stiickweise stetig und wachse nur expo-
nentiell an, d.h. IM > 0,0 € R mit |f(t)| < Me" Vt > 0,
dann gilt:

o F'(s) existiert fiir alle s mit Re(s) > o

e f ist bis auf Unstetigkeitsstellen durch F' eindeutig be-

stimmt
. Shﬁn;() F(s)=0
e F(s) ist fiir Re(s) > o beliebig oft differenzierbar
N.B.

Das kleinste o > 0, fiir das die Voraussetzungen gelten,
heifit Konvergenz-Abszisse.

2.5.2 Rechenregeln

Fiir fo—eF, go—e(, sowie «, 3 € R gelten folgende Re-
chenregeln:

e Linearitat
af + pgo—eal + G

e Zeitverschiebung

u(t —to) f(t — to)o—ee " F(t)

e Frequenzverschiebung

e5o! f(t)o—eF (s — s0)

e Maflstabsédnderung

f(at)o—oiF (f)

lal” \a
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e Ableitung der Urbildfunktion
f stetig und f’ Laplace-transformierbar fiir s > o

d
G (Qo—esF(s) = 1(0)

Allgemeiner:
fy ooy f7D stetig, f(™ Laplace-transformierbar

fMo—esm F(s)—s" " £(0)—s"2/(0)—...— £ 71(0)

e Ableitung der Bildfunktion

~tf(t)o—e - F(s)

e Integration

e Produktformel

F(s)G(s) = F(s)/e_Stg(t)dt
0

xT

_ / s 0/ Fo — t)g(t)dtdz

0

e Faltung

t

F(t) # g(t) = / £(t — 7)g(r)dro—eF(s)G(s)

0

2.5.3 Rechenregeln fiir Faltung

o Kommutativitit
fxg=gx*f

e Linearitat

hox (af +B9) = a(hx f)+ B(h*g)

e Glittung: f, g stiickweise stetig = f * g stetig

e Interpretation als Verallgemeinerung des unbestimm-
ten Integrals:

/f(r)dr 1k ()
0

m-fache unbestimmte Integration von f:

tmfl

(m—l)!*f

2.5.4 Lineare Differentialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten

Sei folgende DGL gegeben:

any™ () + an_1y" V(1) + .+ ary (1) + aoy(t) = bit)

L[y]

mit a; € R und a,, # 0 und den Anfangswerten
¥(0) = y0,9'(0) = y1, ...,y "V (0) = yn_1.

Losung mit Laplace-Transformation:

any™o—ea,[s"Y () — 8" Lyp — .. — SYn—2 — Y1)

an—ly(n71>o—.an—l[sn71Y(S) - 8n72y0 e T Syn—2]

ary'o—seay[sY (s) — yo]
agyo—seao[Y (s)]
L[y] = b(t)O—OB(S) = [ansn + an—lsn_l + ...+ aO} Y(S)

P(s)

—[ans" "t Fan_ 15" 4+ ...+ a1]vo

Pl(S)
— . — [an] Yn—1
Pn(s)
1
Y(S) = P(S) [B(S) + Pl(s)yO + ...+ Pn(s)yn—l]
——
H(s)

Y (s) = H(s)B(s) + yoH(s)P1(8) + ... + yn_1H(s)Pn(s)

—oy(t) = /h(t —7)b(T)dT 4+ yoh1(t) + ... + Yn—1hn(t)
0

3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche DGL ist eine Gleichung fiir eine Funkti-
on einer Variablen, die auch Ableitungen dieser Funktion
enthalt:

F(t,z(t), 2 (t), ..., ™ (1)) = 0

Definitionen:

e Implizite Form:

F(t,z(t), ..,z™ () =0

Explizite Form:

M () = F(t,x(t), 2’ (t), ..., 2D (1))

Autonome DGL:

M (t) = F(z(t),2'(t), ..., s (1))

Eine einzelne Losung, die keine frei wiahlbare Konstan-
te enthélt, heif3t spezielle oder partikulire Losung.

e Eine Losung, die keiner Losungsschar angehort, heifit
singulédre Losung.
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e Eine Losung heifit allgemein, wenn sie n (= Grad
der DGL) frei wihlbare Konstanten enthélt und
vollstindig, wenn dadurch alle Losungen erfasst wer-
den.

e Die Darstellung aller Losungskurven im Phasenraum
(Zustandsraum) nennt man Phasenportrait.
— siehe letzte Seite

3.1 Lineare DGL

Eine DGL & = f(z) heifit linear, falls das Vektorfeld f :
R? — R? linear ist, d.h. falls fiir 2,y € R? und o € R gilt:

flaz +y) = af (@) + f(y)
3.1.1 Autonome DGL
Eine autonome, lineare DGL hat die Form
T = Ax
mit z € R? und A € R4*4,

Losung:
Falls A Diagonalmatrix:

zt)=1 1 . |

0 .. e%t

eAt

eLt

mit den Eigenwerten \; und Eigenvektoren V; von A,
V=_01,..,Va).

N.B.

Jeder Eigenraum E C RY von A ist invariant fiir die
Losungen von & = Az, d.h. wenn zg € F, dann gilt auch
x(t) € E Vt.

Matrix-Exponentialfunktion:
Fiir eine Matrix A € C¥*? gilt:

O ST e

Diese Reihe konvergiert absolut (und ist somit diffbar).

A

= x(t) = ez ist die allgemeine Form der Losung.

N.B.

e Falls AB = BA, dann gilt:

e Fiir eine Diagonalmatrix A = diag[Aq, ...
Ay, ..., A, Matrizen sind, gilt:

, Am], wobei

e Falls V regulir (det(V) #0) und A = VBV~ 1L

et =VePv!

Falls A nicht-diagonalisierbare Matrix:

— Jordan-Normalform

z(t) = VeltV=lag = VePHNty—1g,

t2 tkfl
Lot 2 (k—1)!
eM 0 0
w(t) =V : &
0 eM } 2
: t
ebt 0 0 1
eNt

mit
J=VYAV: V regulir, J € CF**
V= oMo o @ o) () o]

5 5o Upy sy Upy g ey U1 oee

Hauptvektoren zum EW1

N1 0
Lo 0
J=1: =]
0 I 0 1
0 A
A0 0 /0 1 0
Lo Lo
0 0 0 1
0 x o \o 0
D N

wobei J; die Jordan-Blocke und A; die Eigenwerte von A
sind. Des Weiteren ist die Matrix N nilpotent.

N.B.
Eine Matrix N € R4*9 heifit nilpotent, falls Ik € N, sodass
Nk =o0.

Fundamentalsystem:

Lsz) (t) _ (tni—le)\it7tni—2e>\it’ - e)\it)T

L,Og) (t) _ (tm’_Qe)‘it, tni—3ez\,~t’ - eAit, O)T

P (1) = (e4,0,...,0)"
wobei \; der i-te Eigenwert mit der Vielfachheit n; ist.

Komplexe Eigenwerte
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Sei A = a+ i € C ein Eigenwert von A und z € C eine
Komponente des diagonalisierten Systems:

= Z=M\z
Dann lautet die Losung:
2(t) = eMzg = e*ePlzy = a(t) 4 ib(t)
(50) == Contiy o)) (20)

Rotation um O mit Winkel St

Drehsinn:

® a3 — aiz > 0 = gegen Uhrzeigersinn

® a3 — aiz < 0= im Uhrzeigersinn

3.1.2 Nichtautonome Systeme

o(t) = f(t, =(t))
z.B.
Z=a(t)r; wobeia:I CR — R stetig

t
= z(t) = exp /a(T)dT xg
to
3.1.83 Nichtautonome lineare DGL
i(t) = A(t)z(t) wobei A: I CR — R4 stetig

Jede Losung lésst sich als Linearkombination von d line-
ar unabhéingigen Losungen (Basisfunktionen) f;(¢), ..., fa(t)
schreiben.

.%'(t) = C1f1(t) + Cgfg(t) + ...+ Cdfd(t) = <I>(t)c
®(t) = [f1(t), f2(1), -, fa(?)]

{f1, .-, fa} heiit Fundamentalsystem und ® heif}t Fun-
damentalmatrix. Es gilt:

D= A(t)®

Fiir ®(to) = I gilt:

Definition:

Die Funktion (¢,t9) — ®(¢,to) heifit
Ubertragungsmatrix oder Fundamentalmatrix zum
Anfangswert tg.

Jede Losung lésst sich in der Form
Z‘(t) = q)(t,to)l‘o
schreiben.

Bemerkungen:
[ ] (I)(to, to) =1
o O(s,1)P(t,tg) = D(s,t9) ("Flusseigenschaft”)
o O(tg,t) = ®(t,to) "

3.1.4 Inhomogene lineare Systeme

= A(t)z + b(t) wobeib: I — R? stetig ist
Losung:
eAlt—s)

— : —
+ / B(t.9) b(s)ds

Losung hom.
Ly —

part. Lésung

B(t,s) = B(t,t9)D(to, s) = D(t,t0)P(s,t0) "

3.2 Losungstheorie
3.2.1 Umformung in Gleichung erster Ordnung

Sei
F(t,x,x, ...,x(")) =0

Falls sich die Gleichung nach z(™ auflésen lésst:

™ =Gtz &, ..., ")

dann
Y1 z 32
Y2 x ) N
= = Yy = .
' (n.fl) Yn—1
xX
Yn G(tvyla"'uynfl)

3.2.2 Anfangswertprobleme

Sei & = f(t,x),z(ty) = xo, dann gilt:

z(t) =x0 + /f(s,x(s))ds

Definitionen:

e Ein Vektorfeld f : D — R? heiit lokal Lipschitz-
stetig in z, falls fiir jede kompakte Teilmenge K C D
eine Konstante L > 0 existiert, sodass

f (@t z1)=f (8 x| < Liller—wal| Yt 21), (¢, 22) € K

e Falls f in t stetig und in = lokal Lipschitz-stetig ist,
dann gibt es zu jeder Anfangsbedingung (tg,z) € D
genau eine Losung des AWP.

Diese ist definiert fiir alle ¢ aus einem maximalen Exis-
tenzintervall I = I(tp,2z9) C R (Satz von Lindeldf).

3.2.3 Verhalten am Rand des FExistenzintervalls

Am Rand des Existenzintervalls I = I(¢g,xo) hort die
Losung auf zu existieren.
Ist I beschriankt, so kann dies zwei Ursachen haben:

e die Losung divergiert

e die Losung konvergiert gegen einen Randpunkt von D
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3.2.4 Folgerungen aus dem FEindeutigkeitssatz

e Kozykleneigenschaft:

x(t, to, x0) = x(t, t*, z(t", to, z0))

e unterschiedliche Losungen koénnen sich nicht schnei-
den (entweder stimmen sie ganz oder zu keiner Zeit
iiberein)

3.3 Analytische Losungsmethoden
3.3.1 Trennung der Variablen
Sei & = f(t,z) = %, dann gilt:

doz _ g(t)

dt (x)

3.3.2 FEzxakte DGL
g(t, )

&= f(t,z) = 7h(t J?)
0=h(t,z)i+ g(t,x)

Eine DGL der obigen Form heifit exakt, wenn eine stetig
diffbare Funktion F': D — R existiert, sodass gilt:

O 2) = g(t.2)

ot
oF
or —h
0% (1,4) = h(t. )
Es gilt:
dg  Oh
DGL exakt & % = a V(t,x) eD

3.4 Numerische Lésungsmethoden

Sei & = f(t,x),z(to) = xo, f : [ x R — R™

3.4.1 Explizites Euler-Verfahren
Try1 = Tk + hf(t, vr)

mit k =0,1,2,... und Schrittweite h.

3.4.2 Implizites Euler-Verfahren

Tt1 = T + hf (tks Trs1)
mit k£ =0,1,2,... und Schrittweite h.

Mittelpunktsregel:

Tk + Tg41
2

Tpy1 =k +hf (tk,
3.4.3 FEinschrittverfahren
Sei
A = {tg,t1, ..., tn} C R mit Schrittweiten h; = t;41 — t;
ha = max(h;)
xa(to) = xg
Ta(trtr) = U(za(te), te, h)

Definitionen:

e Einschrittverfahren (ESV):
Sukzessive Berechnung von xa, wobei in die Berech-
nung von Ta (tg41) nur za (tx) eingeht.

e Ein ESV heifit konsistent, wenn

1) \Il(xﬁ(tk)atkao) = zA(tk)
2) %\IJ(LBA(tk)Jk,h)‘h:o = f(t,l‘)

o Konsistenzfehler
e(x,t,h) =x(t+ h,t,x) — U(x,t,h)

e Ein ESV ¥ hat die Konsistenzordnung p € N, falls
e(x,t,h) = O(hPTh) fiir h — 0
bzw. 30 : |e(x,t, h)| < ChPT!
Bsp.: Explizites Eulerverfahren: p = 1

Unter geeigneten Voraussetzungen (Lipschitz), sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

e Das ESV V¥ ist konsistent
o LM 0 fir h— 0F
e Das ESV hat die Form U(x,t,h) =« + h¥(z,t, h)

3.4.4 Runge-Kutta- Verfahren (RKV)
Allgemeines RKV:

U(z,t,h) =z +h> bk

i=1

ki=f t—&-cih,x—i-hZaijkj

j=1

mit ¢ = (cq,...,cs)T € R, b= (by, ..
A= (aig)ij € R7

L bs) € RS,

Falls a;; = 0 fir j > 4, dann ist das RKV expli-
zit.

Butcher-Schema:

3.4.5 Linearisierung

Sei & = f(x),x(tg) = 2o und sei f Lipschitz-stetig in D €
R

Dann hat f in einer hinreichend kleiner Umgebung von z*
die Form

f(@) = J(2") - (z — %)
=z=Jx") (z —a%)

Falls J(z*) nur Eigenwerte mit Re(X) # 0 besitzt, so heifit
z* hyperbolisch.

Lizenz: CC BY-NC-SA 3.0
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.
0/de/

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!
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Ohne Erregung und ein reeller EW

Ohne Erregung und zwei reelle EW

LA &
A=0und Matrix A=0 cceccscccce \\\ T /// Ah<M<0
000000 0OCOCOS
00000 OOOCGEOONOO
- stabil ®0000000000 - asymptotisch stabil
- Ebene von Ruhelagen ccc00b000eee g'1 7 5.1 - Knoten 2. Art
000000 0OCOCOS
sesssgiese [T
22 3 &
A=0 und Matrix A = 0 - \\\ T ’// 0<M<MN
- instabil R S 2% %é - instabil
L o §I1 - Knoten 2. Art
—m— (T
A O 22 3 &
)\<0undA:[ ] R // \\ M<0<h
° ™ é/ \Q
- asymptotisch stabil _ + N - instabil
- Knoten 3. Art & _\\ //— ¢ - Sattelpunkt
N XNNF
> N (77
A LA &
)\>OundA¢[ 0} // // \\ M<0<M
0 A L~ _ N
7 - " . .
- instabil -~ N - instabil
- Knoten 3. Art & —\\ //— g'1 - Sattelpunkt
£ RE\7
% N\ |[7/
A O LA LA
)\<OundA=[O )\] \\ / A<0=M
- asymptotisch stabil . - stabil
- Knoten 1. Art & &
A O 2 QA
A>OundA=[O A] \ T / M=0<\
N S~ ) )
- instabil - . -instabil
- Knoten 1. Art & &
~ N
/| N\

Mit Erregung und reellen EW

Ohne Erregung

und komplexen EW

Mh<0=M

- instabil

©A

-

&

&

a<0:8>0

- asymptotisch stabil

- Strudelpunkt

- Drehsinn in x4/x-Ebene
evtl. anders!

)\112= a iJB

M=0<MN

- instabil

Ll
\'\

N
AN

e
EAR

1A

a>0:>0

- instabil

- Strudelpunkt

- Drehsinn in x4/xo-Ebene
evil. anders!

M=Ah=0undA=*0

- instabil

/s
N

a=0:8>0

- stabil

- Wirbelpunkt

- Drehsinn in x4/x>-Ebene
evil. anders!
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